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Введено понятие скалярного частотно-волнового спектра турбулентных пристеночных давлений и
исследованы его основные особенности. Скалярный частотно-волновой спектр, представляющий
суммарную энергию всех волновых компонент поля турбулентных давлений с заданным модулем
волнового вектора, содержит в концентрированном виде информацию, требуемую при решении
многих задач аэрогидродинамической акустики. Показано, что контурные фильтры позволяют
проводить оценки частотно-волнового спектра в области малых волновых чисел. Несмотря на труд-
ность практической реализации скалярной волновой фильтрации полей пристеночных турбулент-
ных пульсаций давления в настоящее время построение контурных фильтров представляется пер-
спективным направлением исследований. Предложенные методы и полученные в работе результа-
ты показывают, что широкополосная скалярная волновая фильтрация поля турбулентных
пристеночных давлений может осуществляться на базе использования конечноразмерных прибли-
жений “идеального” скалярного волнового фильтра с единичной волновой чувствительностью в за-
данном диапазоне волновых чисел и нулевой чувствительностью вне этого диапазона.
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ВВЕДЕНИЕ.
СКАЛЯРНЫЙ ЧАСТОТНО-ВОЛНОВОЙ 

СПЕКТР
Современные экспериментальные исследова-

ния частотно-волнового спектра турбулентных
пристеночных давлений инициированы как во-
просами моделирования турбулентных процес-
сов и параметров пристеночной турбулентности,
так и прикладными задачами, связанными с
аэрогидродинамической генерацией шума и виб-
раций [1–4].

Модельные представления используются, в
частности, при отработке собственно экспери-
ментальных методов. Классический пример –
применение модели Коркоса для оценки влияния
размеров приемника, регистрирующего “точеч-
ный” частотный спектр турбулентных давлений
[5, 6]. На протяжении длительного времени од-
ной из задач моделирования остается преодоле-
ние искажений, вызванных акустическим загряз-
нением (“acoustic contamination”) результатов

экспериментальных исследований шумом внеш-
них источников [7].

Прикладные исследования частотно-волново-
го спектра направлены главным образом на уста-
новление вклада различных волновых компонент
турбулентного поля пульсаций давления в сум-
марную нагрузку, определяющую вибрации и
звукоизлучение обтекаемых элементов структур,
рассматриваемых обычно как тонкостенные кон-
струкции.

Рассмотрение отмеченных направлений пока-
зывает, что, хотя поля турбулентных давлений в
пограничном слое имеют выраженный конвек-
тивный характер, физические механизмы, опре-
деляющие соответствующие им значимые эф-
фекты, оказываются практически зависимыми
лишь от модуля волнового вектора, тогда как
фактор направления волны в итоге, как правило,
оказывается несущественным. К примеру, уров-
ни вибраций и акустического излучения безгра-
ничной тонкой пластины под воздействием поля
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пульсаций давления, представляемого волновым
спектром , пропорциональны инте-
гральному воздействию по всем волнам с волно-

вым числом . При этом коэффици-
ент пропорциональности зависит лишь от отно-
шения величины  к волновому числу 
свободной изгибной волны [8] при заданной уг-
ловой частоте  и характерных волновых числах,
характеризующих распространение звуковых
волн в примыкающих к пластине средах. Такая
структура зависимостей распространяется и на
ограниченные тонкостенные конструкции при
малых и умеренно больших масштабах корреля-
ции поля пульсаций давления [9, 10].

Значения скалярного параметра  определяют
таким же образом основные оценки, связанные с
требованиями по миниатюризации приемника
при измерении частотного спектра, а также вол-
новую зону влияния акустических источников.

Отмеченные факторы приводят к выводу, что
полная информация о волновых характеристиках
поля турбулентных давлений, задаваемая величи-
нами , во многих случаях избыточна,
так что целесообразно рассмотрение скалярного
спектра , представляющего собой инте-
грал от волнового спектра  по окруж-
ности радиуса :

(1)

Обсуждение основных свойств данной харак-
теристики и методов ее экспериментального изу-
чения является предметом данной работы.

СВОЙСТВА СКАЛЯРНОГО СПЕКТРА 
ТУРБУЛЕНТНЫХ ДАВЛЕНИЙ 

В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ

Основные характеристики скалярного спектра
рассмотрим на базе двух типовых моделей дву-
мерного частотно-волнового спектра  с оди-
наковыми зависимостями продольного  и
поперечного  волновых спектров:

(2)

Здесь  – частотный спектр пульсаций давле-

ния;  ; U – конвективная ско-
рость, близкая к скорости обтекания. Приведен-
ные продольный и поперечный спектры пред-
ставляются выражениями:
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в которых , а постоянные  и  в опре-
деленной мере зависят от безразмерных парамет-
ров течения, причем отношение   уменьша-
ется с ростом шероховатости стенки [3].

Применительно к первой, мультипликатив-
ной, модели Коркоса частотно-волновой спектр

 выражается в виде

(5)

Вторая модель, с эллиптическим окном [10,
11], представляется соотношением

(6)

В рамках представленных моделей полезно
сравнить скалярный спектр (1) с продольным
спектром  Последняя характеристика иссле-
довалась экспериментально в [12] с помощью ли-
нейной антенны точечных приемников. Каче-
ственный анализ можно выполнить на базе рас-
смотрения кривых на рис. 1, где на плоскости
волнового вектора представлены линии постоян-
ных значений частотно-волнового спектра (числа
на кривых указывают величину, равную

, значения α и β приняты равными
соответственно 0.11 и 0.71 [13]). Из анализа гра-
фических зависимостей можно заключить, что
при  значения скалярного спектра (интеграл
по окружности радиуса  с центром в начале ко-
ординат) способны быть выше соответствующих
величин продольного спектра (интеграл по  при
заданном ), поскольку в первом случае контур
интегрирования пересекает конвективный гре-
бень высоких значений частотно-волнового
спектра. В случае  должно выполняться про-
тивоположное соотношение, так как здесь значи-
тельный участок контура интегрирования по
окружности находится на большем удалении от
конвективного гребня, чем соответствующая вер-
тикальная прямая. Естественно предполагать,
что такого рода соотношения между скалярным и
продольным спектрами носят достаточно общий
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характер и не зависят от конкретной модели ча-
стотно-волнового спектра, по крайней мере, в
условиях турбулентного пограничного слоя.

Приведенные качественные представления
иллюстрируются на рис. 2 данными прямого рас-
чета значений безразмерного параметра ,

равного отнесенному к величине  ска-

лярному спектру (1), и безразмерного продольно-
го спектра  из (3).

Результаты, приведенные на рис. 2, демонстри-
руют отмеченное выше изменение соотношения
между продольным и скалярным спектрами при пе-
реходе значения , незначительно превышающего
единицу. При трехкратном отклонении от единицы
продольные и скалярные спектры могут отличать-
ся на порядок. При этом, в субконвективном диа-
пазоне степень различия существенно зависит от
выбора модели спектра.

“ИДЕАЛЬНЫЙ” СКАЛЯРНЫЙ ВОЛНОВОЙ 
ФИЛЬТР И ЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Решение задачи экспериментального исследо-
вания скалярного волнового спектра поля при-
стеночных турбулентных давлений будем осно-
вывать на возможностях прямой волновой филь-
трации. Для этого рассмотрим волновые свойства
круглого приемника турбулентных давлений,
распределение локальной чувствительности по
точкам  поверхности которого представляется
соотношением

(7)

(  – полярные координаты точки ;  – произ-
вольное целое число).
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Фурье-образ пространственного распределе-
ния чувствительности такого приемника,
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характеризующий его реакцию на волновую на-
грузку, выражается в форме
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Рис. 1. Кривые равных уровней частотно-волнового спектра. (а) – Модель (4), (б) – модель (5).
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Использование интегрального представления
Бесселя [14] для бесселевых функций  с це-
лым индексом  позволяет преобразовать по-
следнее соотношение к достаточно компактному
и удобному для анализа виду

(10)

В рассматриваемом далее случае  формула
(9) представляется зависимостью

(11)

В качестве идеального скалярного волнового
фильтра естественно принять приемник с посто-
янным ненулевым значением функции  в
некотором заданном диапазоне волновых чисел и
нулевым значением вне этого диапазона. Вос-
пользуемся, в связи с этим, известной интеграль-
ной формулой Вебера [14]

(12)

согласно которой интеграл от произведения бес-
селевых функций нулевого и первого порядка
представляет собой разрывную функцию волно-
вых чисел  и .

Из сравнения соотношений (11) и (12) следует,
что при радиальном распределении локальной
чувствительности

(13)

волновая характеристика приемника представля-
ет собой ступенчатую функцию волнового числа,
которая скачкообразно изменяет значение от
единицы до нуля при превышении аргументом 
величины , т.е. приемник представляет собой
идеальный фильтр низких волновых чисел.

Соответственно, радиальное распределение
чувствительности

(14)

при  формирует приемник, представляю-
щий собой идеальный скалярный волновой поло-
совой фильтр с постоянным коэффициентом пе-
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редачи, равным единице в диапазоне волновых
чисел [ ].

Понятно, что распределение локальной чув-
ствительности (14) может быть реализовано лишь
приближенно в силу конечных размеров реально-
го приемника. Поэтому в качестве следующего
шага следует рассмотреть конечноразмерные
приближения идеального скалярного волнового
фильтра.

Простейший и, тем не менее, довольно важ-
ный пример такого приближения – ограничение

размеров первыми нулями функций  и/или

 (будем условно называть его приближени-

ем первого порядка). Характеристики такого при-
емника применительно к фильтру низких волно-
вых чисел (13) показаны на рис. 3. Уровни локаль-
ной чувствительности нормированы таким
образом, чтобы получить единичное значение
волновой функции  в точке (зоне) максимума.
Для сравнения приведена волновая характери-
стика поршневого приемника того же радиуса 
(равного отношению , где  – первый нену-
левой корень бесселевой функции  первого по-
рядка), а также мембранного “изгибного” при-
емника конденсаторного микрофона [5] с рас-
пределением локальной чувствительности,
представляемым функцией Бесселя нулевого
порядка. Сопоставление представленных кри-
вых отчетливо показывает преимущество бессе-
левых распределений, при которых значительно
меньшее влияние имеют дополнительные пики в
области относительно высоких волновых чисел.
Данный фактор является существенным приме-
нительно к известной задаче [5, 6] повышения
разрешающей способности приемника конечных
размеров при измерениях одноточечных частот-
ных спектров.

Влияние фактора ограниченности представ-
ления бесселевых функций в (14) (обусловлен-
ного конечностью размеров приемника) на ха-
рактеристики полосовых скалярных волновых
фильтров разной ширины продемонстрировано
на рис. 4а. Ограничение каждой из компонент в
(14) естественно сопровождается корректиро-
вочной нормировкой, обеспечивающей сохра-
нение единичного отклика на синфазное воз-
действие. Расчетная формула для определения
формы спектрального окна в этом случае приоб-
ретает вид:
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(15)

где  – характеристика ширины полосы
волнового фильтра, .
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Расчеты показывают, что изменение порядка
приближения по коротковолновой компоненте

, как правило, практически не сказывается на
свойствах волновой характеристики приемника в
зоне  нижней границы спектрального окна. Ис-
ключение составляет случай относительно узкой
полосы волнового фильтра . В свою оче-
редь, порядок приближения по длинноволновой
компоненте , определяющий фактические габа-
риты приемника при заданном , не оказывает
сколько-нибудь заметного воздействия на свой-
ства волнового фильтра в области средних и вы-
соких волновых чисел.

κ1

κ0

κ κ =1 0 2

0κ
0κ  

Рис. 3. Характеристики простейших приемников – фильтров низких волновых чисел. 1 – приемник с бесселевым рас-
пределением чувствительности (13) в приближении первого порядка; 2 – поршневое распределение чувствительно-
сти; 3 – “изгибный” приемник – мембрана.

K
1
2
3

0.04

0.02

0 0.5 1.0 1.5r/R

S

1
2
3

0.1

0.01

10–3

10–4

0.01 0.1 1 10κ/κ0

Рис. 4. Характеристики широкополосных волновых фильтров конечных размеров. (а) – Форма спектрального окна.
Первый порядок приближения по длинноволновой компоненте , третий порядок приближения по коротковолно-
вой компоненте . Ширина спектрального окна : 1 – 2; 2 – 5; 3 – 10; 4 – 25; 5 – 50. (б) – Распределения локаль-
ной чувствительности по радиусу приемной поверхности. Первый порядок приближения по длинноволновой компо-
ненте . Ширина спектрального окна . Порядок приближения по коротковолновой компоненте : 1 – 1;
2 – 3; 3 – 9.
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Главный интерес в практическом плане пред-
ставляют наиболее компактные приемники с
ограничением бесселевой функции  в (14)
первым ненулевым корнем. Соответствующие
расчетные распределения локальной чувстви-
тельности по радиусу приемной поверхности ши-
рокополосных волновых фильтров показаны на
рис. 4б. Радиус приемника во всех представлен-
ных на рис. 4б вариантах определяется нижней
границей  полосы фильтра и составляет ,
где  – первый ненулевой корень функции

.
При рассмотрении компактных волновых

фильтров естественным образом возникает во-
прос о возможности совершенствования их ха-
рактеристик в области малых волновых чисел.
При рассмотрении этой задачи используем из-
вестное представление бесселевой функции ну-
левого порядка при малых значениях аргумента

(16)

Подставляя разложение (16) в соотношение (15),
получаем, что при малых значениях безразмерно-
го волнового числа  волновая функция  в об-
щем случае ведет себя как :

(17)

(отметим, что этот результат совпадает с получен-
ным в [7] для поршневого приемника). Тем не ме-
нее, за счет соответствующего подбора гранич-
ных значений μ и  можно попытаться обратить в
нуль коэффициент при , что должно привести к
увеличению крутизны волновой характеристики
на нижней границе фильтра.

В случае первого порядка приближения по
длинноволновой компоненте , когда значение
μ в (17) совпадает с первым ненулевым корнем 
функции , задача сводится к определению
наименьшего значения , при котором
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Оценки показывают, что последнее уравнение
имеет решение лишь при относительно невысо-
ких величинах , значения которых лишь нена-
много могут превышать показатель  октав-
ного волнового фильтра. Применительно к по-
следнему наименьшая расчетная величина

, обеспечивающая выполнение условия
(18), составляет примерно 9.464 (между вторым и
третьим ненулевым корнем функции 

На рис. 5а показаны сравнительные данные по
волновым характеристикам двух рассматривае-
мых фильтров. В качестве аргумента принято те-
кущее волновое число, отнесенное к центрально-
му волновому числу

(19)
октавной полосы. Нетрудно убедиться, что в ре-
зультате расчетного изменения степени прибли-
жения по коротковолновой компоненте крутизна
волновой характеристики на нижней границе
фильтра действительно увеличивается с показа-
теля  до показателя . В зоне центрального
волнового числа характеристика  достигает мак-
симального значения, близкого к единице.

Отметим, что рассматриваемая схема оптими-
зации в некоторой степени (чуть более чем на
20%) увеличивает радиус приемной поверхности
фильтра. Распределение локальной чувствитель-
ности приемника по радиусу для вариантов с по-
казателями рис. 5а показано на рис. 5б.

КОНТУРНЫЕ СКАЛЯРНЫЕ ФИЛЬТРЫ
Следует признать, что фактическая реализация

протяженных приемников с заданным распреде-
лением локальной чувствительности по поверхно-
сти представляет собой достаточно сложную, во
многом трудноосуществимую техническую задачу.
При этом развитие современных исследований
пространственной структуры полей пристеночных
турбулентных давлений [1] может быть охаракте-
ризовано выраженной тенденцией к дискретному
анализу, основанному на использовании масси-
вов данных с многочисленных “точечных” при-
емников, распределенных по поверхности обте-
кания.

Имея в виду отмеченные факторы, рассмот-
рим далее, как первый шаг в направлении дис-
кретизации исследуемых скалярных волновых
фильтров, в качестве инструмента анализа кон-
турные приемники, чувствительная поверхность
которых формируется совокупностью относи-
тельно тонких концентрических круглых полосок
(в пределе, при стремлении ширины полоски к
нулю – контуров в форме концентрических
окружностей). Данная схема, кроме своей техно-
логичности, позволяет также рассмотреть и ре-
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шить задачу оптимизации фильтра, связанную с
использованием минимально допустимого коли-
чества контурных элементов.

Будем здесь считать, что средние радиусы кон-
туров равномерно (с постоянным шагом) распре-
делены в некотором диапазоне, зависящем от
нижней границы формируемого волнового филь-
тра. При формировании выходного сигнала при-
емника единичные значения чувствительностей
контурных модулей суммируются с коэффициен-
тами, близкими к значениям шаговой чувстви-
тельности соответствующих им кольцевых элемен-
тов представленной ранее континуальной модели.
Таким образом, непрерывные распределения (13),
(14) локальной чувствительности по радиусу фак-
тически аппроксимируются ступенчатыми функ-
циями. Соответственно, оценка волнового спек-
тра осуществляется простым суммированием
взвешенных компонент – сигналов с контурных
элементов.

На рис. 6 показан пример приемника с шестью
контурными модулями, настроенными на ап-
проксимацию фильтра низких волновых чисел с
бесселевым распределением чувствительности
(13) в приближении первого порядка. Волновая
функции  контурного приемника в данном слу-
чае оценивается из соотношения

(20)
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в котором  – количество контурных модулей;
 – их безразмерные радиусы. В целом

можно признать, что рассматриваемый контур-
ный приемник обладает вполне приемлемыми
для практических приложений характеристика-
ми. Существенно, что в данную формулу не вхо-
дит толщина контура.

Общий анализ показателей контурных длин-
новолновых фильтров приводит к выводу, что
применительно к наиболее компактному первому
порядку приближения в фильтрах низких волно-
вых чисел достаточно использовать 5 контурных
модулей. При повышении порядка приближения
и, соответственно, увеличении диаметра прием-
ника количество требуемых контурных модулей
естественно возрастает. Отметим, что данные ре-
зультаты получены применительно к равномер-
ному распределению контуров и могут быть в
дальнейшем еще улучшены как за счет оптималь-
ного расположения контуров, так и посредством
приближения суммы в (20) к соответствующему
интегралу на базе известных численных методов
(формула трапеций и т.п.).

Оценки показывают, что применительно к
широкополосным фильтрам контурные модули
как правило удобны для формирования его длин-
новолновой компоненты, тогда как коротковол-
новая граница может быть обеспечена располо-
женным в центре составного приемника круглым
чувствительным элементом относительно малого
диаметра. В случае бесселева распределения на
центральном коротковолновом элементе волно-
вая характеристика такого контурного приемни-
ка в приближении первого порядка представляет-
ся в виде:

N
= κ0n nr

Рис. 5. Оптимизация октавного волнового фильтра. Первый порядок приближения по длинноволновой компоненте
, 1 – первый порядок приближения по коротковолновой компоненте ; 2 – .
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(21)

(обозначения см. в формулах (15) и (20)). Резуль-
таты расчета этой характеристики для ширины
полосы  приведены на рис. 7а.

Из результатов следует, что контурная широ-
кополосная волновая фильтрация также обладает
достаточно высоким качеством при пяти контур-
ных модулях, некритичным представляется ис-
пользование и всего трех контуров.

( ) ( ) ( ) ( )( )κ κ = κ, κ − κ11
2

1 1 1, ,1r
c b cS K K

κ =1 20

Для наглядности справа на рис. 7б показано
распределение чувствительности по радиусу
фильтра с характеристиками рис. 7а на базе пяти
контурных модулей.

Следует отметить, что контурный фильтр в со-
поставлении с соответствующим ему бесселевым
непрерывным прототипом имеет несколько мень-
шие габариты приемной поверхности. При равно-
мерном распределении контуров разница в диамет-
рах реально может составить 15–25%, что в опреде-
ленной мере расширяет диапазон возможного
практического применения контурной схемы.

Рис. 6. Сравнительные характеристики приемников – скалярных фильтров низких волновых чисел: 1 – с непрерыв-
ным бесселевым распределением чувствительности и 2 – на основе шести контурных модулей.
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Рис. 7. Характеристики широкополосных контурных фильтров. (а) – Форма спектрального окна. Первый порядок
приближения по длинноволновой и коротковолновой компонентам. Ширина спектрального окна . Коли-
чество контуров приемника: 1 – 3; 2 – 5. 3 – приемник с непрерывным бесселевым распределением чувствительности
по радиусу. (б) – Распределения локальной чувствительности по радиусу приемной поверхности для пяти контурных
модулей. 1 – центральный элемент ( ); 2 – контурные элементы ( ).

κ/κ0

S Kb Kc

(а) (б)

1

1

2

2

3

1 20

10

0.1

0.01

10–3

0.1 1 10

0.05

0

–0.05

–0.10
2 310010 κ0r

κ κ =1 0 20

bK cK



678

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 68  № 6  2022

КУДАШЕВ, ЯБЛОНИК

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Скалярный частотно-волновой спектр, пред-
ставляющий суммарную энергию всех волновых
компонент поля турбулентных давлений с задан-
ным модулем волнового вектора, содержит в кон-
центрированном виде информацию, требуемую
при решении многих задач аэрогидродинамиче-
ской акустики. Модельный анализ показывает,
что уровни скалярного спектра турбулентных
пульсаций давления в пограничном слое близки к
соответствующим значениям продольного спек-
тра в зоне волнового гребня . При
больших значениях волнового числа уровни ска-
лярного спектра значительно выше уровней
продольного, тогда как при меньших – заметно
ниже. Широкополосная скалярная волновая
фильтрация поля турбулентных пристеночных
давлений может осуществляться на базе исполь-
зования конечноразмерных приближений “иде-
ального” скалярного волнового фильтра с еди-
ничной волновой чувствительностью в заданном
диапазоне волновых чисел и нулевой чувстви-
тельностью вне этого диапазона. Одно из таких
приближений – контурные фильтры, формируе-
мые с помощью совокупности небольшого коли-
чества контурных приемников в форме концен-
трических окружностей.

Работа выполнена при поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (проект
20-02-00181 А).
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