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Рассматривается квазилинейный подход к описанию генерации акустической волны разностной
частоты, формируемой при взаимодействии двух близких по частоте интенсивных высокочастот-
ных дифрагирующих пучков волн накачки. Граничное условие соответствует двухчастотному воз-
буждению существующего параметрического излучателя для подводных исследований. Показано,
что линейное поле первичных волн имеет узкую направленность с полным углом расхождения пуч-
ка около нескольких градусов, поэтому нелинейная дифракционная задача решалась численно в
параболическом приближении. Поле волн накачки рассчитывалось в линейном приближении; по-
лученные решения на каждом шаге численной сетки вдоль оси пучка использовались для расчета
нелинейных источников при описании трехмерного пучка разностной частоты. Проанализированы
одномерные и двумерные распределения поля давления и диаграммы направленности для трех зна-
чений разностной частоты. Полученные численные решения с реалистичными граничными усло-
виями и описанием дифракционных эффектов сравниваются с известными приближенными ана-
литическими результатами, полученными в квазилинейном приближении.
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ВВЕДЕНИЕ
Параметрические процессы генерации низкоча-

стотного излучения остаются ключевой областью
современных акустических исследований, что свя-
зано с важностью их практических приложений как
в задачах подводной акустики для акустической то-
мографии морских вод [1–3], так и в задачах воз-
душной акустики для возбуждения высоконаправ-
ленного слышимого звука в воздухе [4–6].

Генерация низкочастотного излучения проис-
ходит при взаимодействии в нелинейной среде
двух близких по частоте высокочастотных пер-
вичных волн, которое сопровождается каскад-
ным процессом образования волн новых частот.
Поскольку поглощение акустических волн увели-
чивается с ростом частоты, то при распростране-
нии от излучателя высокочастотные составляю-
щие нелинейного волнового поля постепенно за-
тухают, и на больших расстояниях в среде
остается только волна разностной частоты [7, 8].
Основным недостатком такого параметрического
возбуждения волны разностной частоты является

низкая эффективность преобразования в нее
энергии от волн накачки, поэтому долгое время
эта тема оставалась за рамками практических
применений. Однако при этом использование па-
раметрических эффектов имеет ряд существенных
преимуществ [9], таких как возможность создания
узконаправленных широкополосных излучателей,
диаграмма направленности которых не содержит
боковых лепестков, а сами они имеют небольшие
волновые размеры. Интерес к исследованиям в
этой области в гидроакустике [3, 10] и аэроакустике
[11, 12] по-прежнему не уменьшается.

При описании процессов генерации и распро-
странения волны разностной частоты достаточно
полной моделью является однонаправленное
уравнение Вестервельта [7, 13], которое учитыва-
ет эффекты нелинейности, дифракции и термо-
вязкого поглощения. Это уравнение в полной
трехмерной постановке может быть решено чис-
ленно методом расщепления по физическим
факторам [14, 15], в котором для каждого опера-
тора, входящего в уравнение, применяются свои
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конечно-разностные схемы. Во многих практи-
ческих задачах при расчете полей параметриче-
ских излучателей возможно использование па-
раксиального приближения, и в этом случае
применяется более простое уравнение Хохлова–
Заболотской–Кузнецова (ХЗК) [16], для реше-
ния которого разработаны эффективные чис-
ленные алгоритмы как в частотном, так и во вре-
менном и комбинированных представлениях
[17–20]. Для расчетов параметрических излучате-
лей существует также целый класс приближен-
ных полуаналитических решений, использующих
дополнительные приближения при постановке
граничных условий, описании геометрии расхо-
димости пучков, длины взаимодействия, нели-
нейных и дифракционных эффектов для волн на-
качки [21–23]. Широкий класс моделей при этом
использует приближение заданного поля волн
накачки или квазилинейности [8, 24, 25].

В данной работе также используется квазили-
нейный подход как необходимый шаг в разработке
полной трехмерной численной модели нелиней-
но-дифракционного описания параметрических
взаимодействий на основе уравнений Вестер-
вельта и ХЗК. Однако при этом, в отличие от су-
ществующих методов, используется реалистич-
ное граничное условие для высокочастотных
волн накачки, соответствующее работе недавно
разработанной подводной параметрической ан-
тенны [26]. Численно моделируется процесс ге-
нерации волны разностной частоты в свободном
поле при учете дифракции по обеим координа-
там, поперечным выделенному направлению рас-
пространения волн. Пучки волн накачки рассчи-
тываются в линейном приближении; полученные
решения на каждом шаге численной сетки вдоль
оси пучка используются для расчета нелинейных
источников при описании трехмерного поля раз-
ностной частоты. Развитый квазилинейный под-
ход будет в дальнейшем расширен на решение
полной трехмерной нелинейно-дифракционной
задачи с использованием разработанного в
предыдущей работе авторов оптимизированного
спектрального алгоритма, позволяющего суще-
ственно сократить количество операций при вы-
числении нелинейного оператора [27].

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД
Запишем уравнение Вестервельта, описываю-

щее направленное распространение нелинейной
акустической волны, в сопровождающей системе
координат [7]:

(1)

где p – акустическое давление, z – выделенное на-
правление вдоль оси пучка, τ = t – z/c0 – время в
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бегущей системе координат, с0 – скорость звука,
ρ0 – плотность среды, β и δ – коэффициенты не-
линейности и термовязкого поглощения в среде,
соответственно.

В случае линейного распространения волны,
генерируемой плоским двухчастотным ультразву-
ковым излучателем в однородной среде с дисси-
пацией, решение линеаризованного уравнения
Вестервельта (1) можно записать в виде интеграла
Рэлея [28, 29] с комплексным значение волнового
числа k1,2 = :

(2)

где P1,2(r) – комплексные амплитуды давления
волн накачки, p1,2 = ½P1,2(r)exp(–iω1,2τ) + к.с. –
распределение действительного поля давления с
циклическими частотами ω1,2 = 2πf1,2, k1,2 =

 – волновые числа,  – коэффи-
циенты затухания,  – комплексные ампли-
туды нормальных компонент колебательной ско-
рости (r')exp(–iω1,2τ) + к.с. на поверх-
ности излучателя, r' – радиус-вектор на
поверхности излучателя, r – радиус-вектор в точ-
ке наблюдения,  – области интегрирования,
представляющие собой поверхности элементов,
излучающих на частотах ω1,2 [26]. В случае равно-
мерного распределения колебательной скорости
Vn(r') = v0 – действительная величина, а v0 и p0 =
= v0ρ0c0 – характерные величины амплитуд коле-
бательной скорости и давления вблизи излучателя.

Если, как будет показано ниже, поле высоко-
частотных волн накачки, генерируемое рассмат-
риваемым излучателем и рассчитанное с помо-
щью интеграла Рэлея (2), имеет узкую направлен-
ность с полным углом расхождения в дальнем
поле порядка нескольких градусов, то от уравне-
ния Вестервельта (1) можно перейти к более про-
стому для численного решения нелинейному па-
раболическому уравнению ХЗК [16]:

(3)

В рамках квазилинейного подхода решение
уравнения (3) будем искать методом последова-
тельных приближений [8, 24] в виде p = pA + pB, где
pA = ½Ppump1(x, y, z)exp(–iωpump1τ) + ½Ppump2(x, y,
z)exp(–iωpump2τ) + к.с. – линейное поле волн на-
качки, представляющее собой сумму двух гармо-
нических волн с частотами fpump1 = ωpump1/2π и
fpump2 = ωpump2/2π и комплексными амплитудами
давления Ppump1(x, y, z) и Ppump2(x, y, z), а pB – малая
поправка, включающая в себя поле суммарной и
вторых гармоник, а также поле волны разностной
частоты ½Pdif(x, y, z)exp(–iωdifτ) + к.с. с частотой

ω +1,2 0 1,2
"c ik

−

= −
−

1,2 | ' |
1,21,2 0

1,2 1,2
( ')ω ρ '( ) ,

2π '

iknV ei
P dS

r rr
r

r r

= ω +1,2 0 1,2
"c ik 1,2

"k

1,2 '( )nV r

=v1,2 1,2 ½n nV

1,2
'S

  β∂ ∂ ∂ ∂ ∂δ= + + + ∂τ∂ ∂ ∂ ∂τ ρ ∂τ 

2 2 2 3 2 2
0

2 2 3 3 3 2
0 0 0

.
2 2 2
cp p p p p

z x y c c



24

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 69  № 1  2023

ТЮРИНА и др.

fdif = |fpump1 – fpump2| = ωdif/2π. В этом случае ком-
плексные амплитуды давления волн накачки удо-
влетворяют линейному уравнению:

(4)

а амплитуда давления волны разностной частоты –
линейному уравнению с заданным источником:

(5)

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
Моделирование поля волны разностной ча-

стоты (5) проводилось на примере параметров не-
давно разработанной подводной параметриче-
ской антенны эллипсовидной формы (рис. 1) c
полосовой структурой распределения излучаю-
щих элементов для каналов разных частот по по-
верхности [26]. Одна половина прямоугольных по
форме элементов излучает на фиксированной ча-
стоте fpump1 = 150 кГц, вторая половина – на меня-
ющейся в диапазоне 135–145 кГц частоте fpump2.
Форма излучателя представляет собой эллипс с
осями L = 318 мм и D = 188.5 мм, при этом его
бóльший размер ориентирован вертикально. Ан-
тенна состоит из 544 элементов размером a × b =
= 4 × 20 мм с зазором h = 0.5 мм между ними и 4 не-
активных областей размером m × n = 9.5 × 6 мм.

При расчете интеграла Рэлея (2) для каждой
из волн накачки предполагалось постоянство
при z = 0 компоненты колебательной скорости,
перпендикулярной поверхности элементов, т.е.
направленной вдоль оси z. Граничное условие в
численном моделировании параболических
уравнений (4) и (5) задавалось для комплексной
амплитуды давления, при этом пересчет распре-
деления скорости в распределение давления
происходил следующим образом. Вначале рассчи-
тывался двумерный пространственный спектр
SV(kx, ky) с пространственными частотами kx и ky в
обоих поперечных направлениях для заданного
равномерного распределения колебательной
скорости. Так как антенна представляет собой
совокупность прямоугольных элементов, то для
каждого прямоугольника может быть получено
аналитическое выражение SV,n(kx, ky) =
= ‒ab/(4π2)sinc(kxa/2)sinc(kyb/2), где n – номер
прямоугольника, при этом полный спектр SV(kx, ky)
рассчитывался как сумма вкладов от отдельных
прямоугольных элементов с учетом их геомет-
рического расположения. Из линеаризованно-
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го уравнения Эйлера ∂V/∂t = (–1/ρ0)∂p/∂z следует
соотношение для пространственных спектров дав-
ления и z-компоненты колебательной скорости
каждого прямоугольного элемента, SP,n(kx, ky) =
= ωρ0SV,n(kx, ky)/(k2–kx

2–ky
2)1/2, что позволяет

найти полный спектр SP(kx, ky). Далее, получен-
ное граничное условие для компонент углового
спектра SP(kx, ky) фильтровалось с помощью про-
странственного фильтра, ограничивающего ком-
поненты с пространственной частотой выше
0.7kmax, где kmax – соответствующее максимальное
волновое число для каждой из волн накачки. Та-
кая фильтрация высоких пространственных ча-
стот позволяет сгладить резкие градиенты в на-
чальном пространственном распределении поля
давления, полученном с помощью обратного
двумерного преобразования Фурье, и умень-
шить ошибки использования параболического
приближения при описании компонент поля,
распространяющихся под большими углами от-
носительно оси пучка. На рис. 2 представлены
сглаженные такой фильтрацией распределения
амплитуд давлений |Ppump1,2|/p0 волн накачки на
примере частот fpump1 = 150 кГц и fpump2 = 145 кГц.

В качестве параметров среды и величины на-
чального давления использовались данные из
экспериментов, выполненных с подводной па-
раметрической антенной: p0 ≤ 0.6 МПа, c0 =
= 1502.25 м/c, ρ0 = 996.81 кг/м3 [26] и характерные
для морской воды параметры нелинейности β = 3.5 и
поглощения δ = 4.42 × 10–6 м2/c [31]. Стоит отме-
тить, что в эксперименте при амплитудах давле-
ния p0 порядка 0.6 МПа реализовывался близкий
к разрывному нелинейный режим работы антен-
ны, так как характерная длина образования раз-
рыва lsh = ρ0c0

3/(βωpump1p0) в этом случае состав-
ляет 1.7 м [27], в то время как характерные длины
дифракции для размеров решетки вдоль осей x и y со-
ставляют соответственно ld,x = ωpump1,2(D/2)2/(2c0) =
= 2.8 и 2.7 (2.6, 2.5) м, ld,y = ωpump1,2(L/2)2/(2c0) = 7.9
и 7.7 (7.4, 7.1) м для волн накачки с частотами
fpump1 = 150 кГц и fpump2 = 145 (140, 135) кГц. Поэто-
му для возможности использования квазили-
нейного приближения дальнейшее моделирова-
ние проводилось для амплитуды давления p0 =
= 0.06 МПа, которая в 10 раз меньше, чем макси-
мально достижимая в эксперименте.

ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ

Рассмотрим три случая, когда частоты волн
накачки кратны разностной частоте и fpump1 >
> fpump2, т.е. fpump1 = тfdif и fpump2 = (m–1)fdif. Тогда
уравнения (4), (5) для комплексных амплитуд
давления волн накачки Ppump1(x, y, z), Ppump2(x, y, z)
и волны разностной частоты Pdif(x, y, z) записыва-
ются так:
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(6)

Первые два уравнения системы (6) решались
на каждом шаге сетки Δz упомянутым выше мето-
дом расщепления по физическим факторам в сле-
дующем виде, что обеспечивало второй порядок
точности численной схемы по всем трем про-
странственным координатам:

где дифракционный оператор LD,Δz/2 рассчиты-
вался методом переменных направлений [32], а
для оператора поглощения LA,Δz использовалось
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Рис. 1. (а) – Геометрия эллипсовидного излучателя с осями L = 318 мм и D = 188.5 мм полосовой структуры, излучаю-
щего волны накачки на двух частотах: фиксированной частоте fpump1 = 150 кГц (соответствующие элементы излучате-
ля отмечены красным) и переменной частоте fpump2 = 135–145 кГц (соответствующие элементы излучателя отмечены
зеленым). Антенна состоит из 544 элементов размером a × b = 4 × 20 мм с зазором h = 0.5 мм между ними и 4 неактив-
ных областей размером m × n = 9.5 × 6 мм. (б) – Схема излучателя вблизи одной из неактивных областей.
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точное решение в виде затухающей экспоненты
на полном шаге сетки Δz. Для последнего уравне-
ния системы (6), описывающего эволюцию ам-
плитуды волны разностной частоты, численная
схема записывалась так:

(7)

где дифракционный и диссипативный операторы
рассчитывались аналогичным образом, а квази-
линейный оператор LN,Δz/2 рассчитывался при-
бавкой к амплитуде волны разностной частоты
функции нелинейных источников

(8)

умноженной на половинный шаг Δz/2. При этом
в операторной схеме (7) нелинейные источники

Δ Δ Δ Δ Δ

+ Δ =
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( , , ),D z N z A z N z D z
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βω * ,
2 ρ
i P P

c

на первом половинном шаге Δz/2 рассчитывались
как среднее арифметическое от функции (8), вы-
численной на начальном и промежуточном сло-
ях, а на втором половинном шаге Δz/2 – на про-
межуточном и конечном слоях.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В качестве первого шага были рассчитаны ли-
нейные поля давления волн накачки с помощью
интеграла Рэлея (2). На рис. 3 в верхнем ряду при-
веден пример двумерных распределений |Ppump1|
амплитуды волны с частотой fpump1 = 150 кГц, нор-
мированных на p0 = 0.06 МПа. Как следует из рис. 3,
поле волны накачки имеет узкую направленность
с полными углами расхождения пучка в направ-
лениях осей x и y, составляющими ϕx = 4° и ϕy =
2.5°, соответственно. Углы ϕx и ϕy были рассчита-
ны по уровню 0.5 от максимальной амплитуды с
использованием соответствующих одномерных
поперечных распределений, полученных при z =
20 м и представленных на рис. 4а, 4б серой
сплошной линией. Таким образом, поле волн на-
качки действительно имеет малую расходимость,
что позволяет использовать параболическое при-
ближение уравнения (1), справедливое для ком-
понент углового спектра пучка с полными углами
расходимости до 30° [30].

Результаты численного моделирования линеа-
ризованного уравнения ХЗК для амплитуды дав-
ления волны накачки с частотой 150 кГц в сравне-
нии с решением полной дифракционной модели
(интегралом Рэлея) также представлены на рис. 3
(нижний ряд) и рис. 4 (красная штриховая ли-
ния). На вкладке к осевому распределению ам-
плитуды давления вдоль оси z на рис. 4в показано
в увеличенном масштабе поведение обоих реше-
ний в ближнем поле пучка. Видно, что численное
решение в параболическом приближении прак-
тически не отличается от решения полной ди-
фракционной задачи (2), что подтверждает пра-
вомерность использования параболического
приближения и правильность работы численного
алгоритма. Некоторые отличия, как и ожидалось,
проявляются вблизи излучателя до расстояний
порядка 1 м, что связано с влиянием и неточным
описанием высокочастотных компонент про-
странственного спектра волны в ближнем поле
пучка на расстояниях z < a(ka)1/3, где k – волновое
число накачки, a – характерный размер излучате-
ля [30].

Для волны накачки с частотой fpump1 = 150 кГц
амплитуда давления на оси (рис. 4в) достигает
максимума на расстоянии около 2 м, меньшем ха-
рактерной длины дифракции ld,x = 2.8 м для более
короткой стороны антенны вдоль координаты x,
после чего убывает, асимптотически приближа-
ясь к зависимости 1/z согласно закону расходя-
щейся сферической волны. Для волн накачки с
частотами fpump2 = 145 (140, 135) кГц распределе-

Рис. 2. Сглаженные граничные условия для нормиро-
ванных амплитуд давлений |Ppump1,2|/p0 на излучателе
для волн накачки с частотами fpump1 = 150 кГц и
fpump2 = 145 кГц.
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ния поля давления имеют аналогичный вид и не
приводятся, так как отличаются только неболь-
шим, пропорциональным величине fdif, уменьше-
нием амплитуды в дальнем поле на расстоянии
z = 20 м на 3.2, 6.5 и 9.7%, соответственно, в силу
более сильной расходимости пучков с меньшей
частотой, и незначительным, также пропорцио-
нальным величине fdif, смещением максимума
осевого распределения на 3.1, 6.2, и 9.2% в сторо-
ну излучателя. Стоит отметить, что на рассматри-
ваемых расстояниях эффекты поглощения для
волн накачки сказываются незначительно. Ха-
рактерная длина поглощения labs = 2c0

3/(δω2) в
морской воде (δ = 4.42 × 10–6 м2/c [31]) для часто-
ты 150 кГц составляет 1727 м, поэтому амплитуда
давления волн накачки при z = 20 м лишь на 2%
меньше, а при z = 150 м – на 10% меньше, чем в
отсутствие поглощения (δ = 0). Таким образом,
эффекты линейного поглощения волн накачки в
данном случае не будут ограничивать расстояние,
на котором происходит перекачка энергии волн
накачки в разностную частоту, т.е. длину антенны
бегущей волны. Ограничивающим фактором для
рассматриваемого в работе квазилинейного при-
ближения являются только эффекты дифракци-
онной расходимости.

На рис. 5 представлены двумерные нормиро-
ванные на p0 = 0.06 МПа распределения амплиту-
ды волны разностной частоты |Pdif| для случая fdif =
5 кГц, демонстрирующие узкую направленность
поля волны разностной частоты с полными угла-
ми расхождения ϕx = 5.2° и ϕy = 4.6° в направле-
ниях осей x и y, рассчитанными аналогично вол-
нам накачки по уровню 0.5 от максимальной ам-
плитуды с использованием соответствующих

одномерных поперечных распределений (рис. 6а
и 6б), полученных при z = 20 м, и отсутствие бо-
ковых лепестков, что более детально показано на
рис. 6.

На рис. 6а, 6б представлены одномерные попе-
речные распределения амплитуды давления вол-
ны разностной частоты |Pdif|, рассчитанные в даль-
нем поле волн накачки на расстоянии z = 20 м. Эти
распределения были получены для трех значений
величины разностной частоты fdif = 5 кГц (крас-
ная кривая), 10 кГц (черная кривая) и 15 кГц (се-
рая кривая) и нормированы на np0, где n = 1, 2 и 3,
соответственно. Поле приведенных волн раз-
ностной частоты имеет узкую направленность с
полными углами расхождения пучка ϕx = 5.2°,
4.7°, 4.5° и ϕy = 4.6°, 4.0°, 3.7° в направлении осей
x и y для fdif = 5, 10, 15 кГц, что несколько шире
аналогичных диаграмм направленности волн на-
качки. Как видно, направленность волны раз-
ностной частоты возрастает с увеличением fdif,
поскольку при увеличении частоты дифракцион-
ные эффекты проявляются слабее. Заметим, что
для волн разностной частоты углы расхождения
пучка в обоих направлениях отличаются меньше,
чем для волн накачки, поскольку генерация раз-
ностной частоты продолжается и на расстояниях
бóльших длины дифракции ld,x волн накачки, ко-
гда высокочастотные пучки расширяются в этом
направлении, но еще не дифрагируют в направле-
нии оси y.

Зависимости амплитуды волн разностной ча-
стоты вдоль оси пучка представлены на рис. 6в.
На расстояниях до 3 м, меньших длины дифрак-
ции ld,x волны накачки относительно оси x, для
всех трех выбранных значений fdif амплитуда вол-

Рис. 3. Двумерные распределения линейного поля волны накачки |Ppump1|/p0 с частотой fpump1 = 150 кГц: верхний ряд –
решение, полученное с помощью интеграла Рэлея для идеальных граничных условий на излучателе, нижний ряд –
численное решение уравнения ХЗК со сглаженными граничными условиями.
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ны разностной частоты возрастает с увеличением
пройденного расстояния z, поскольку амплитуды
волн накачки достаточно велики и их вклад в pdif
превосходит ее уменьшение за счет дифракции,
затем достигает максимума на расстоянии поряд-
ка 3 м, большем, чем для волн накачки, и плавно
убывает, в основном, за счет дифракционных эф-
фектов, поскольку диссипативные потери при
физических значениях параметров среды, как
упоминалось выше, малы. Кроме того, убыль ам-
плитуды волны разностной частоты происходит
также за счет уменьшения вклада, вносимого в
нее от волн накачки из-за уменьшения их ампли-
туды, обусловленного дифракционной расходи-
мостью высокочастотных пучков.

Как видно из рис. 6, максимальная амплитуда
волны разностной частоты тем больше, чем боль-
ше величина fdif, и составляет 0.010, 0.034 и 0.069%
от амплитуды давления на излучателе p0. В отли-
чие от приближения плоских волн, где амплитуда
волны разностной частоты пропорциональна ве-
личине fdif, в рассматриваемом случае дифрагиру-
ющих пучков накачки она увеличивается гораздо
быстрее, чем по линейному закону, за счет ослаб-
ления дифракционных эффектов в волне с боль-
шей разностной частотой. При этом с увеличени-
ем давления на излучателе эффективность генера-
ции волны разностной частоты, т.е. зависимость
|Pdif|/p0 от p0, возрастает линейно, что соответству-
ет аналитическим результатам квазилинейного
приближения [8].

На рис. 7 приведены зависимости нормиро-
ванной на p0 амплитуды волны разностной часто-
ты на оси пучка для случая fdif = 5 кГц и различных
расстояний от излучателя: сплошной линией
представлены результаты полного квазилинейно-
го расчета, а различными штриховыми линиями –
зависимости в случаях, когда источники (8) ис-
кусственно выключались по достижении рассто-
яний z = 8, 12, 16 м (а), 50, 70, 90 м (б). Из рис. 7
следует, что генерация волны разностной частоты
продолжается на расстояниях, заметно превосхо-
дящих длины дифракции волн накачки в обоих
поперечных направлениях, т.е. в сферически рас-
ходящихся пучках взаимодействующих волн, по-
скольку заметное уменьшение амплитуд волн на-
качки в e раз будет наблюдаться лишь после про-
хождения диссипативной длины (длина
диссипации волн накачки составляет порядка
1700 м), во много раз превышающей дифракци-
онную, поэтому при выключении источников на
расстояниях, по крайней мере, до z = 90 м ампли-
туда волны разностной частоты начинает спадать
гораздо быстрее. Таким образом, следует ожи-
дать, что при увеличении амплитуды волн накач-
ки и численных расчетах без приближения квази-
линейности, важную роль будут играть нелиней-
ные эффекты ограничения амплитуд волн
накачки за счет каскадной генерации высших
гармоник [22, 23].

Наконец, представляет интерес сравнить по-
лученные результаты с результатами существую-
щих приближенных моделей, в которых исполь-
зуется квазилинейное приближение, что проил-
люстрировано на рис. 8 для случая fdif = 5 кГц. На
рисунке представлены полученные различными
способами зависимости амплитуды волны раз-
ностной частоты от расстояния на оси пучка. Ре-
зультаты численного решения уравнения ХЗК в
квазилинейном приближении показаны красны-
ми кривыми в сравнении с результатами четырех
известных аналитических и полуаналитических
моделей. Одна из них состоит в том, что амплиту-
да волны разностной частоты рассчитывается в
предположении взаимодействия плоских волн
накачки, поэтому она неограниченно возрастает
с увеличением пройденного расстояния z [8]. Ре-
зультаты этой модели показаны на рис. 8 серой
маркерной линией (рис. 8, “1”) и справедливы

Рис. 4. Одномерные распределения амплитуды волны
накачки |Ppump1|/p0 с частотой fpump1 = 150 кГц: серая
сплошная линия – интеграл Рэлея, красная штрихо-
вая линия – численное решение уравнения ХЗК. (а) и
(б) – Поперечные распределения |Ppump1| по осям x и
y, рассчитанные на расстоянии z = 20 м; (в) – осевое
распределение вдоль оси z; на вкладке к рисунку
изображены решения в ближнем поле.
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только на расстояниях z  Ld,x, Ld,y, где Ld,x = 0.09 м
и Ld,y = 0.26 м – длины дифракции волны раз-
ностной частоты в обоих направлениях. В другой
модели [8] предполагается взаимодействие неди-
фрагирующих волн накачки с гауссовым гранич-
ным распределением на круглом излучателе ра-
диуса (S/π)1/2, где S = 0.04352 м2 – площадь рас-
сматриваемой в работе антенной решетки.
Результаты этой модели показаны светло-серой
сплошной линией (рис. 8, “2”), на малых рассто-
яниях они соответствуют численному решению
уравнения ХЗК, однако далее приближенное ре-
шение продолжает расти, поскольку в нем огра-
ничивающим фактором является только дифрак-
ция волны разностной частоты. Третья модель,
изображенная темно-серой сплошной линией
(рис. 8, “3”), повторяет вторую, но получена в
предположении прямоугольного излучателя с
размерами, соответствующими осям эллипса L и
D. Это решение было умножено на дополнитель-
ный коэффициент S/LD для компенсации отли-
чия площадей эллипсоидального и прямоуголь-

!

ного излучателей и ведет себя аналогичным модели 2
образом. Наконец, четвертая модель учитывает
дифракцию волн накачки [8], которые, как и во вто-
рой модели, имеют гауссово граничное распределе-
ние на круглом излучателе радиуса (S/π)1/2. Резуль-
таты этой модели показаны на рис 8. черной
сплошной линией (рис. 8, “4”) и имеют схожую
тенденцию с полученным в данной работе чис-
ленным решением уравнения ХЗК: начальное
увеличение амплитуды в ближнем поле излучате-
ля и ее медленное уменьшение на больших рас-
стояниях, в области сферической расходимости
взаимодействующих волн. Однако количествен-
но результаты сильно отличаются, что связано с
отличием в граничных условиях. Таким образом,
все четыре аналитические модели верно описы-
вают поведение амплитуды волны разностной ча-
стоты только в ближнем поле на оси пучка, одна-
ко не могут быть использованы на бóльших рас-
стояниях.

Рис. 5. Двумерные распределения поля волны раз-
ностной частоты |Pdif| с частотой fdif = 5 кГц, рассчи-
танные в квазилинейном приближении и нормиро-
ванные на p0 = 0.06 МПа.
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Рис. 6. Распределения амплитуды волны разностной
частоты |Pdif|, нормированные на np0, рассчитанные
для трех случаев величины разностной частоты fdif = 5
(n = 1, красная линия), 10 (n = 2, черная линия) и
15 кГц (n = 3, серая линия) в квазилинейном прибли-
жении: (а) и (б) – поперечные распределения |Pdif| по
осям x и y, рассчитанные на расстоянии z = 20 м; (в) –
распределение вдоль оси z.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе с помощью численных методов ис-

следована трехмерная дифракционная задача о
генерации волны разностной частоты при двухча-
стотном взаимодействии близких высокочастот-
ных волн накачки в квазилинейном приближе-
нии. На основе точного решения линейной ди-
фракционной задачи для волн накачки с
помощью интеграла Рэлея было показано, что
поле исходных волн имеет узкую направлен-
ность, поэтому далее решалось уравнение ХЗК и
использовался алгоритм вычисления дифракци-
онного оператора в параболическом приближе-
нии, результаты использования которого практи-
чески не отличались от решения полной дифрак-
ционной задачи.

В квазилинейном приближении рассчитаны
одномерные и двумерные распределения ампли-
туды волны разностной частоты для трех различ-
ных величин fdif. Показано, что направленность
низкочастотного излучения шире и более сгла-
жена по обоим поперечным направлениям, чем
у волн накачки. При этом чем больше величина
разностной частоты, тем более узконаправлен-
ное излучение генерируется параметрической
антенной.

Проанализирована эффективность генерации
поля волны разностной частоты в зависимости от
величины fdif и показано, что с увеличением раз-
ностной частоты возрастает доля перекаченной в
нее от волн накачки энергии. Так, амплитуда вол-
ны разностной частоты увеличивается примерно
в 3.5 и 7 раз при увеличении fdif от 5 кГц до 10 и
15 кГц, что отличается от приближения плоских
волн, где амплитуда волны разностной частоты
растет линейно с увеличением fdif.

Показано, что в приближении квазилинейно-
сти поглощение и сферическая расходимость вза-
имодействующих волн на рассмотренных рассто-
яниях порядка 100 м от излучателя не являются
факторами, ограничивающими расстояния, на
которых происходит генерация пучка разностной
частоты. В реалистичных условиях, при увеличе-
нии амплитуды волн накачки и проведении числен-
ных расчетов без приближения квазилинейности,
важную ограничивающую роль будут играть нели-
нейные эффекты уменьшения амплитуд волн на-
качки за счет каскадной генерации высших гар-
моник. Возможным фактором также может яв-
ляться увеличение коэффициента затухания
морской воды по сравнению с рассмотренным
здесь идеальным случаем за счет присутствия
взвесей, водорослей и других включений.

Сравнение полученного численного решения
с существующими аналитическими результата-
ми, в которых также применяется квазилиней-
ный подход, однако используются дополнитель-
ные предположения о граничных условиях на из-
лучателе и поведении высокочастотных волн
накачки, показало, что аналитические решения

Рис. 7. Зависимости амплитуды волны разностной
частоты fdif = 5 кГц, нормированные на p0 = 0.06 МПа,
вдоль оси z: квазилинейный расчет до (а) z = 25 м и (б)
50 м < z < 100 м (сплошная линия) и при искусствен-
ном выключении нелинейности на различных рас-
стояниях z = 8, 12, 16, 50, 70, 90 м (числа у кривых).
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Рис. 8. Сравнение результатов различных квазили-
нейных моделей для амплитуды волны разностной
частоты fdif = 5 кГц на оси пучка: численное решение
уравнения ХЗК в квазилинейном приближении
(красная линия) и приближенные аналитические мо-
дели: расчет для плоских волн (1), приближения не-
дифрагирующих волн накачки с гауссовым началь-
ным распределением на круглом (2) и прямоугольном
(3) излучателях, приближение дифрагирующих волн
накачки с гауссовым начальным распределением на
круглом излучателе (4). На вкладке к рисунку пред-
ставлены соответствующие решения в ближнем поле.
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количественно верно описывают поведение ам-
плитуды лишь в ближнем поле излучателя и толь-
ко на оси пучка (модель 4), но не могут быть ис-
пользованы даже для качественного описания
поля на бóльших расстояниях.

Результаты, полученные в работе, служат ос-
новой для дальнейшего решения полной трех-
мерной нелинейно-дифракционной задачи о ге-
нерации волны разностной частоты с помощью
антенной решетки [26] в случае более интенсив-
ных волн накачки, когда квазилинейное прибли-
жение уже не может быть применено.

Работа выполнена при поддержке грантов
РФФИ № 20-02-00676 и фонда “БАЗИС” 20-2-
2-21-1.
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Метод акустической резонаторной спектроскопии (АРС) является информативным аналитическим
методом, который позволяет получать данные о толщинах и акустических свойствах слоев много-
слойной структуры, представляющей собой многомодовый резонатор объемных акустических волн
(HBAR). Спектр HBAR содержит множество резонансных особенностей и актуальной задачей яв-
ляется развитие автоматических методов его обработки. В настоящей работе предложен способ вы-
деления данных АРС из сигнала, искаженного влиянием измерительного тракта, без проведения
дополнительных измерений эталонных импедансов (калибровки), что приводит спектр к виду,
удобному для автоматической обработки, а также существенно расширяет возможности примене-
ния АРС. Особенно актуальным является применение метода для обработки спектров HBAR со сла-
бой эффективностью возбуждения. В качестве примера такой обработки приводится определение
центральных частот и эффективных ширин более тысячи резонансных пиков, на основе чего нахо-
дится частотная зависимость акустического затухания в новом материале – оптической керамике
на основе наночастиц допированного алюмоиттриевого граната.

Ключевые слова: резонатор объемных акустических волн, HBAR, пьезопреобразователь, калибров-
ка, эффективность возбуждения, акустическое поглощение
DOI: 10.31857/S0320791922060016, EDN: CPIAJF

ВВЕДЕНИЕ
Исследование частотных зависимостей аку-

стических параметров новых материалов и мик-
ро- и наноструктур в гигагерцовом диапазоне ча-
стот представляет значительный фундаменталь-
ный и прикладной интерес. Акустическая
резонаторная спектроскопия (АРС) [1, 2] является
информативным аналитическим методом, позво-
ляющим получать данные о толщинах и акустиче-
ских свойствах плоских слоев и пленок компо-
зитной структуры, представляющей собой резо-
натор толщинных объемных акустических волн
(ОАВ) [3–7]. Многомодовый резонатор ОАВ
(HBAR – High Overtone Bulk Acoustic Wave Resona-
tor), имеющий в своем составе пьезоэлектрическую
пленку с двумя электродами, расположенную на
подложке, обладает спектром, содержащим боль-
шое число квазиэквидистантно расположенных
резонансов, имеющих, как правило, высокую
добротность в достаточно широком диапазоне ча-
стот. Поэтому, в отличие от широко известного

метода RUS – резонаторной ультразвуковой
спектроскопии [8], метод АРС является широко-
полосным и работает в области гигагерцовых ча-
стот. Следует отметить, что на этих частотах вли-
яние волновых свойств измерительного тракта
существенно возрастает, поэтому устранение его
влияния из результатов измерений, так называе-
мая калибровка с помощью эталонных импедан-
сов, становится необходимой.

Метод АРС применяется не только как само-
стоятельный диагностический инструмент, но и в
качестве ключевого элемента комплексных иссле-
дований гибридных микроструктур при измене-
нии внешних факторов, например, температуры и
магнитного поля [9–13]. В этих условиях из-за
особенностей конструкции экспериментальной
установки зачастую невозможно выполнить ка-
либровку, что не допускает применение стандарт-
ных радиотехнических методов анализа к спектру
HBAR (например, определение добротности по
наклону фазы электрического импеданса).

УДК 53.083.2

ФИЗИЧЕСКАЯ АКУСТИКА
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В работе [14] предложен метод обработки
спектра, позволяющий извлекать данные АРС из
измерений без калибровки измерительного трак-
та при условии достаточно высокой эффектив-
ности возбуждения HBAR. Эффективность воз-
буждения определяется рядом технологических
факторов, таких, как акустическая добротность
материалов, плоскопараллельность и качество
поверхностей слоев, метод нанесения пьезо-
электрической пленки и т.д., и для многих инте-
ресных материалов является слабой [13, 15, 16].
Эффективность также зависит от частоты, и даже
для резонаторов с высокой эффективностью [17,
18] существуют частотные области, где она
является слабой (вдали от основных гармоник
пьезопреобразоователя), что нарушает непрерыв-
ность частотных характеристик, извлекаемых из
спектра HBAR.

Таким образом, задача извлечения данных
АРС из областей слабого возбуждения некалиб-
рованного спектра HBAR является актуальной.
В настоящей работе мы предлагаем метод обра-
ботки спектра, устраняющий влияние измери-
тельного тракта и делающий спектр пригодным
для анализа стандартными спектроскопическими
методами. Наш метод также существенно облег-
чает автоматическую обработку данных АРС.
В качестве примера приводится определение
центральных частот и добротностей для спектра,
содержащего около тысячи резонансов. Приме-
нение метода демонстрируется для образца опти-
ческой нанокерамики на основе алюмоиттриево-
го граната Y3Al5O12 (АИГ), для которого была по-
лучена частотная зависимость коэффициента
поглощения ОАВ.

CТРУКТУРА СОСТАВНОГО HBAR
И ЕГО ХАРАКТЕРИСТИКИ

На рис. 1 показана структура HBAR, обяза-
тельным элементом которой является пьезопреоб-
разователь, конвертирующий электромагнитный
сигнал источника (в нашем случае векторного ана-
лизатора цепей – VNA) в акустические колеба-

ния. Преобразователь, состоящий из пьезоэлек-
трической пленки 1 микронной или субмикронной
толщины, расположенной между двумя тонкими
пленочными электродами 2, наносится на плоско-
параллельную полированную подложку 3. Преоб-
разователь возбуждает ОАВ, распространяющие-
ся по толщине всей структуры. Подложка может
представлять собой либо единственный исследу-
емый слой, либо слоистую структуру, содержа-
щую слой исследуемого материала. Исследуемым
слоем также может быть сама пьезоэлектрическая
пленка преобразователя.

В настоящей работе приводятся результаты
измерений двух образцов HBAR с большой и с
малой эффективностью возбуждения ОАВ про-
дольной поляризации. Образец № 1 (сильное
возбуждение) представляет собой пьезопреобра-
зователь с пленкой нитрида алюминия на моно-
кристаллической подложке из АИГ. Образец
№ 2 (слабое возбуждение) представляет собой
преобразователь из оксида цинка на подложке из
оптической керамики на основе Lu, Yb-замещен-
ного АИГ.

В наших экспериментах измеряемой характе-
ристикой HBAR являлась частотная зависимость
комплексного электромагнитного коэффициента
отражения S11(f), модуль которого содержит мно-
жество почти эквидистантных провалов на часто-
тах fn, соответствующих акустическим гармони-
кам с номерами n [19, 20]. Глубина провалов
Δ|S11(fn)| тем больше, чем выше эффективность
возбуждения HBAR. Типичное расстояние между
соседними резонансами оказывается порядка не-
скольких МГц, таким образом, в диапазон частот
1–10 ГГц попадает порядка 1000 резонансов.

В окрестности каждой гармоники резонатора
fn существуют частоты резонанса и антирезонанса,
соответствующие минимальному и максималь-
ному значению модуля входного электрического
импеданса |Ze(f)|. Как показано в работе [21], на
высоких гармониках значения добротности Q(fn)
HBAR, определенные по ширине резонанса, по
ширине антирезонанса, а также по расстоянию
δfn между экстремумами на ImZe, совпадают с
большой точностью. Величина Q(fn) = fn/δfn опре-
деляется полным поглощением энергии ОАВ в
структуре на частоте fn. Зависимость расстояния
между соседними резонансами (или антирезо-
нансами) Δfn = fn + 1 – fn от частоты может быть ис-
пользована для измерения скорости звука в слоях,
составляющих структуру [14, 19]. Таким образом,
из резонансных особенностей спектра S11(f) и
связанного с ним импеданса Ze(f) можно опреде-
лить акустические параметры слоев структуры
HBAR.

В работе [2] была предложена эквивалентная
схема HBAR (рис. 2а), состоящая из последова-

Рис. 1. Схема резонаторной структуры; 1 – пьезо-
электрик, 2 – электроды, 3 – подложка.
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тельно соединенных колебательных контуров.
Как видно на рис. 2б, каждый из резонансов fn на
частотной характеристике |Ze|, вычисленной на ос-
нове одномерной модели с передаточными матри-
цами [22], совпадает с резонансом колебательного
контура n на эквивалентной схеме (рис. 2а). Соот-
ветствующая характеристика, вычисленная по
формуле из работы [2], показана штриховой кри-
вой на рис. 2б. Таким образом, можно предста-
вить |Ze| как сумму медленно меняющейся c ча-
стотой величины, определяемой электрической
емкостью пьезоэлектрического слоя C0, и резо-
нансов отдельных колебательных контуров. При
этом видно, что эквивалентные колебательные
контуры обладают свойством локальности, т.е.
влияние соседних резонансов друг на друга пре-
небрежимо мало.

В работах [1, 2] классические методы опреде-
ления добротности колебательного контура адап-
тированы для HBAR. Добротность Q обратно
пропорциональна эффективной ширине резо-
нансной кривой δfn: Q = fn/δfn. Применение этих
методов для экспериментального определения
добротности одного из резонансов образца № 1
показано на рис. 3. На рис. 3а δfn определяется по
ширине кривой |S11| на уровне, соответствующем
половине глубины резонансного провала. На рис. 3б,
в соответствии с [1], δfn находится по расстоянию
между минимумом и максимумом на фазовой ха-
рактеристике φ(f) комплексного коэффициента от-
ражения S11. В соответствии с [2], δfn определяется
по расстоянию между максимумом и минимумом
модуля (рис. 3в) и мнимой части (рис. 3г) Ze. Вид-
но, что результаты определения δfn по всем
четырем методам согласуются между собой.

По сравнению с упрощенной одномерной мо-
делью на частотную зависимость электрического
импеданса реального образца HBAR также влия-
ют паразитные емкости, индуктивности и актив-
ные сопротивления, а также измерительный
тракт, однако величина этого влияния медленно
меняется по частоте по сравнению с характерной
шириной резонанса. В случае эффективного воз-
буждения, когда в резонансе величина Δ|S11(fn)|
сравнима или превосходит влияние измеритель-
ного тракта, можно применять классические ме-
тоды определения добротности колебательного
контура к каждому из резонансов HBAR.

Весьма наглядно влияние измерительного
тракта иллюстрирует амплитудно-фазовая ча-
стотная характеристика (АФЧХ), на которой ко-
ординатными осями служат действительная и
мнимая части комплексного электромагнитного
коэффициента отражения S11. На рис. 4а показана
АФЧХ для образца № 1 с учетом влияния тракта.
Измерительному тракту соответствует внешняя
большая “окружность”, а резонансам – внутрен-
ние малые. Для устранения влияния тракта ис-
пользуется стандартная процедура калибровки с
использованием эталонных импедансов (Z = 0,
Z = ∞, Z = 50 Ом). Вид АФЧХ после калибровки
приведен на рис. 4б.

Как было сказано выше, нередко схема экспе-
римента не позволяет провести стандартную про-
цедуру калибровки с помощью эталонных импе-
дансов, поэтому представляет интерес возмож-
ность применения методов АРС без калибровки
измерительного тракта. В случае эффективного
возбуждения это возможно, поскольку особенно-
сти на частотных характеристиках хорошо разли-

Рис. 2. (а) – Эквивалентная схема HBAR из [2], (б) – сравнение частотной зависимости электрического импеданса
HBAR (сплошная кривая) с характеристикой одного контура эквивалентной схемы (черная штриховая кривая).
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чимы. На рис. 5 приведен фрагмент эксперимен-
тальной АФЧХ для образца с эффективным воз-
буждением (№ 1), а также соответствующие
зависимости модуля (рис. 5б) и фазы S11 (рис. 5в).
Частоты особенностей можно определить с высо-
кой точностью. Напротив, для образца со слабым
возбуждением (№ 2) на аналогичных зависимо-
стях (рис. 5г, 5д, 5е) акустические резонансы

практически неразличимы на фоне измеритель-
ного тракта. В случае слабого возбуждения в от-
сутствие калибровки методы [1, 2] не работают,
например, на кривой рис. 5е вообще исчезают
максимумы и минимумы.

Ранее нами были предложены методы про-
граммной обработки результатов АРС, компен-

Рис. 3. Экспериментальные частотные зависимости (а) – модуля и (б) – фазы электромагнитного коэффициента от-
ражения S11; (в) – модуля и (г) – мнимой части электрического импеданса Ze для образца № 1 после калибровки эта-
лонными импедансами. Кружками обозначены границы эффективной ширины δfn резонансного пика.
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Рис. 4. АФЧХ фрагмента частотной зависимости (3.41–3.53 ГГц) коэффициента отражения S11 образца № 1 (а) – до и
(б) – после калибровки с помощью эталонных импедансов.
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сирующие отсутствие калибровки. Так, в работе
[14] для устранения влияния измерительного
тракта использовалась аппроксимация частотной
зависимости его передаточной матрицы по точ-
кам на Ze вдали от резонанса. Этот метод позволя-
ет определять частоту и добротность резонансных
пиков методами [1, 2]. Однако он имеет ряд недо-
статков, в частности, усиление ошибки в точках
резонанса кабеля из-за нелинейного преобразо-
вания S11 → Ze. Возникает также ошибка в аппрок-
симации характеристик кабеля из-за того, что ши-
рина акустических резонансов существенно зави-
сит от частоты, и фильтр на основе преобразования
Фурье, настроенный для работы в одном частотном
диапазоне, плохо работает в другом.

Далее мы рассмотрим метод выделения дан-
ных АРС из спектра S11, свободный от вышепере-
численных недостатков. Во-первых, метод на-
прямую работает с исходными данными VNA, что
устраняет нелинейное усиление ошибки при пре-
образовании S11 → Ze. Во-вторых, предлагаемый
фильтр на основе кусочно-полиномиальной ап-
проксимации устойчиво работает во всем частот-
ном диапазоне спектра.

ПРОЦЕДУРА ВЫДЕЛЕНИЯ ДАННЫХ АРС
ИЗ СПЕКТРА, СНЯТОГО БЕЗ КАЛИБРОВКИ

Как было показано выше, спектр типичного
HBAR содержит ~1000 резонансов, таким обра-
зом для выполнения в автоматическом режиме
процедура выделения данных должна быть хоро-
шо алгоритмизированной. Перед началом проце-
дуры требуется приблизительная оценка трех ха-
рактерных параметров, которую можно получить
из визуального анализа спектра. Во-первых, ΔF –
интервал, на котором набег фазы S11 измерительно-
го тракта становится близким к π/2. Во-вторых, Δf –
среднее расстояние между соседними резонансны-
ми пиками. В-третьих, максимальная ширина резо-
нансного пика δf. Для применимости метода необ-
ходимо выполнение условия ΔF  Δf  δf.

Задача обработки состоит в разделении частот-
ных характеристик модуля и фазы S11 на плавные
базовые линии, обусловленные влиянием изме-
рительного тракта, и существенно локальные ре-
зонансные пики. Хорошей иллюстрацией базо-
вой линии являются рис. 5г, 5д, 5е: в образце № 2
возбуждение настолько слабое, что резонансы
практически не видны на фоне тракта. Поскольку
наибольший интерес представляет выделение
данных из спектра со слабым возбуждением, да-

@ @

Рис. 5. АФЧХ, модуль и фаза фрагмента некалиброванной частотной зависимости S11 для образцов (а, б, в) – № 1
(сильное возбуждение) и (г, д, е) – № 2 (слабое возбуждение).
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лее мы будем иллюстрировать метод на примере
образца № 2.

Нахождение базовой линии |S11(f)| (шаги 1–7)
является более сложной задачей, чем нахождение
базовой линии φ(f) (шаги 8–9), т.к. особенности
на φ(f) при усреднении компенсируют друг друга,
в то время как особенности |S11(f)| при усреднении
занижают положение базовой линии. Ниже при-
ведено описание алгоритма по шагам.

Шаг 1. Всю исходную кривую делят на фраг-
менты ΔF с половинным перекрытием, т.е. каж-
дая точка спектра попадает в два фрагмента 1 и 2
(см. рис. 6а).

Шаг 2. Для каждого фрагмента находят ап-
проксимацию базовой линии полиномом 3-го
порядка (штриховые линии на рис. 6а).

Шаг 3. Части исходной кривой, лежащие ниже
базовой линии, обрезают по ее уровню и повторяют
шаги 2–3. Цель этих шагов в последовательном
уменьшении влияния резонансов на аппрокси-
мацию базовой линии.

Шаг 4. Из фрагмента вычитают полученную
базовую линию. Находят максимум получившей-
ся кривой в области ΔF/4–3ΔF/4. Как видно из
рис. 6а, на краях аппроксимации фрагмента
ошибка максимальна, поэтому их исключают из
оценки.

Шаг 5. К аппроксимации добавляют величину
максимума, найденного на шаге 4. Таким обра-
зом, как показано на рис. 6а, вся совокупность
аппроксимаций хорошо описывает характери-
стику тракта.

Шаг 6. Каждую аппроксимацию умножают на
весовую функцию, равную 1 в середине интервала и
нулю на его конце, чтобы “сшить” куски с сохра-
нением непрерывности производной. Хорошей
весовой функцией является cos2(π(f – f0)/ΔF), где
f0 – центр фрагмента.

Шаг 7. Модуль частотной характеристики тракта
является суммой максимизированных взвешенных
аппроксимаций, полученных на шаге 6.

Шаг 8. Сначала фазу S11 приводят к непрерыв-
ному виду, добавляя для этого в точках разрыва
характеристики целое число π.

Шаг 9. После этого базовая линия фазы полу-
чается применением фильтра Савицкого–Голея с
достаточно широким окном. Это возможно из-за
того, что в точке резонанса фаза S11 имеет мини-
мум и максимум, лежащие по разные стороны от
базовой линии и компенсирующие друг друга при
усреднении. На рис. 6б результат усреднения
практически неотличим от исходных данных и на
рисунке не приводится.

Поделив исходный спектр на комплексную ба-
зовую линию, восстановленную из амплитуды и
фазы, получим спектр, пригодный для автомати-
ческой обработки (рис. 6в, 6г).

На рис. 7 показан результат обработки спектра
структуры № 2 в широком диапазоне частот: без
калибровки (рис. 7а), после калибровки эталон-
ными импедансами (рис. 7б), без калибровки и
после выделения данных АРС предлагаемым ме-
тодом (рис. 7в). На рис. 7в видны области макси-
мально эффективного возбуждения HBAR, соот-

Рис. 6. Модуль и фаза S11 (а, б) – до и (в, г) – после удаления базовой линии. На (а) цифрами 1 и 2 показаны перекрывающиеся
фрагменты аппроксимации базовой линии, штриховые – до максимизации и сплошные – после максимизации (Шаг 5).
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ветствующие первой и третьей гармоникам пье-
зопреобразователя (1.15 и 3.5 ГГц).

АВТОМАТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСТОТ HBAR 
И ЧАСТОТНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 
АКУСТИЧЕСКОГО ЗАТУХАНИЯ

После приведения спектра к каноническому
виду определение резонансных частот произво-
дится стандартным методом поиска локального
экстремума в скользящем окне. Ширину окна
устанавливают порядка Δf/2, чтобы исключить
определение одного пика дважды. Зная частоты
резонансных пиков, можно определить доброт-
ность каждого из них с помощью метода [2]. Пе-
ред началом вычислений характеристику S11 пе-
ресчитывают в Ze по известной формуле Ze =
= Z0(1 + S11)/(1 – S11), где характеристический
импеданс Z0 принимается равным 50 Ом. Проце-
дура определения поглощения состоит в нахож-
дении для каждого пика на кривой Im Ze в интер-
вале Δf/2 слева от резонанса частоты максимума,

а в интервале Δf/2 справа – минимума. Их разни-
ца δfn определяет коэффициент акустического
поглощения в HBAR-структуре на данной часто-
те по формуле αn[дБ/мкс] = 8.68π δfn [МГц].

На рис. 8 показаны частотные зависимости
αn = α(f) при f = fn, вычисленные с использовани-
ем двух способов калибровки исходных данных.
Видно хорошее совпадение в области f > 1 ГГц.
Нужно отметить, что в предлагаемом методе вме-
сте с вкладом  измерительного тракта устраняется
также вклад собственной емкости преобразовате-
ля C0 в электрический импеданс Ze, в то время как
калибровка эталонными импедансами сохраняет
точное значение Ze. С ростом частоты расхожде-
ние между результатами двух методов уменьшает-
ся вместе с уменьшением вклада C0 в Ze.

На рисунке приведена линия, соответствую-
щая квадратичному росту затухания от частоты.
Такая зависимость характерна для механизма по-
терь энергии Ахиезера, обусловленного взаимо-
действием акустических волн с тепловыми фоно-
нами [8]. Другим механизмом, также дающим

Рис. 7. Вид спектра HBAR со структурой № 2 (а) – без калибровки, (б) – после калибровки эталонными импедансами,
(в) – без калибровки после выделения данных АРС предлагаемым методом.
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квадратичный рост поглощения с частотой, мо-
жет быть рассеяние энергии акустических волн
при их отражениях от поверхностей резонатора.
Видно, что полученные экспериментальные дан-
ные α(f) удовлетворительно соответствуют зависи-
мости f 2. Особенно это заметно в области f > 1 ГГц,
где уже не сказываются другие механизмы по-
терь, преобладающие на низких частотах, такие,
как дифракционные потери.

Выбросы на обеих зависимостях, по-видимо-
му, связаны с появлением в спектре паразитных
экстремумов из-за возбуждения пластинчатых
мод Лэмба [23]. При определенных условиях ал-
горитм автоматической обработки может оши-
бочно использовать их для определения ширины
резонанса δfn.

Отметим, что определение поглощения в мате-
риале подложки образца № 2 (также как и опреде-

ление скоростей ОАВ и упругих модулей) не яв-
лялось главными задачами настоящей работы,
образец № 2 был выбран из-за крайне низкой эф-
фективности возбуждения в качестве примера
успешного извлечения данных АРС нашим мето-
дом. Тем не менее, можно сделать предваритель-
ное заключение, что коэффициент поглощения в
материале исследуемой керамики на основе заме-
щенного АИГ составляет α(1 ГГц) ≈ 7–8 Дб/мкс,
что значительно превышает ранее полученные
значения для образцов керамик на основе нелеги-
рованного АИГ [13, 24].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложен метод выделения данных АРС из

некалиброванного спектра электромагнитного ко-
эффициента отражения S11 HBAR. После устране-
ния предлагаемым методом влияния измеритель-
ного тракта спектр становится пригодным для
анализа стандартными методами обработки сиг-
налов, а также хорошо описывается одномерной
моделью и позволяет определять параметры эк-
вивалентной схемы HBAR и получать из них дан-
ные о свойствах слоев HBAR-структуры. Для ве-
рификации метода проведено сравнение частот-
ных зависимостей акустического коэффициента
поглощения, полученных из одного исходного
спектра после его обработки предлагаемым мето-
дом и после его калибровки эталонными импе-
дансами. Результаты отличаются незначительно,
таким образом предлагаемый метод позволяет ис-
пользовать метод АРС даже в условиях, когда из-
за отсутствия калибровки измерительного тракта
невозможно получить точные данные об абсо-
лютной величине S11.

Работа выполнена в рамках государственного
задания и при частичной финансовой поддержке
РФФИ (проект № 20-07-01075).
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