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Рассматривается распространение изгибных волн в пластине, лежащей на двухпараметрическом
упругом основании. В отличие от классической модели Кирхгофа, используемая здесь для исследо-
вания математическая модель учитывает не только кинетическую и потенциальную энергии изгиб-
ных колебаний, но и кинетическую энергию, обусловленную инерцией вращения элементов пла-
стины при изгибе. Проводится анализ дисперсионного уравнения, фазовой скорости, скорости пе-
реноса энергии и энергетических характеристик волн, распространяющихся в пластине, в
зависимости от соотношения коэффициентов, определяющих жесткости упругого основания на
сдвиг и сжатие. Найдены условия, при которых возможно существование в пластине волн, фазовая
и групповая скорости которых имеют противоположные направления (часто называемых “обрат-
ными” волнами). Показано, что такие волны существенно изменяют характер поведения потока
энергии. Кроме того, найдены соотношения, связывающие кинематические и средние значения
энергетических характеристик волн.
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ВВЕДЕНИЕ
Пластина на упругом основании широко ис-

пользуется как расчетная модель, описывающая
различные элементы объектов авиации, судо-
строения, машиностроения, строительства и т.д.

Непрерывное увеличение скорости, времени
работы и удельной мощности машин и механиз-
мов, забота о снижении веса конструкции при
улучшении ее надежности в работе, а также ши-
рокое внедрение в современную технику новых
композиционных материалов – все это приводит
к повышению требований к модели и точности
расчетов. Современные тенденции исследования
колебаний пластин на упругом основании идут
по пути усложнения модели, которые в подавля-
ющем большинстве случаев выполняются чис-
ленными методами. Например, если ранее для
проведения анализа изгибных волн выбиралась
пластина модели Кирхгофа [1], то в последнее
время все чаще используется модель Тимошенко

[1–3]. Это касается и упругого основания, для
описания которого используются более сложные
модели [4–6], чем линейная модель Винклера [7].

Как известно [8–16], в пластинах и тонких
слоях существует особый тип волн, характеризу-
ющихся противоположным направлением фазо-
вой и групповой скорости. Такие волны часто на-
зывают “обратными”, в отличие от обычных,
“прямых” волн, у которых направления фазовой
и групповой скоростей совпадают. При изучении
“обратных” акустических волн в пластинах было
установлено, что они весьма чувствительны к па-
раметрам пластины [12, 17–19].

Данная работа посвящена нахождению пара-
метров как пластины, так и упругого основания,
при которых могут существовать “обратные” из-
гибные волны.

УДК 534.1

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ 
ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ И ТЕОРИИ ВОЛН
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УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ ПЛАСТИНЫ

Рассмотрим изгибные колебания пластины,
лежащей на упругом основании, свойства кото-
рого характеризуются двумя коэффициентами
постели: на растяжение k1 и на сдвиг k2. Коэффи-
циент k1 имеет размерность Н/м3, а коэффициент
сдвига k2, который учитывает совместную работу
соседних областей, имеет размерность Н/м. Та-
кую модель упругого основания называют обоб-
щенной, двухпараметрической, невинклеровой
или моделью Пастернака [20–24]. Вырожденный
случай (k2 = 0) соответствует классической моде-
ли основания Винклера. Использование модели
Пастернака позволяет не только сохранить про-
стоту математического аппарата, которая прису-
ща винклеровой модели, но и получить более до-
стоверные результаты.

Для лагранжиана малых колебаний пластины с
учетом инерции вращения ее элементов при из-
гибе будем иметь выражение [25]

(1)

Здесь  – поверхностная плотность, ,  – кон-
станты Ляме,  – толщина, u(x, y, t) – поперечное
смещение пластины,  и – коэффициент “по-
стели” на сжатие и коэффициент “сдвига” осно-
вания пластины, соответственно, индексами t и x,
y обозначаются частные производные функции
смещения по времени и пространственным коор-
динатам.

Подставляя (1) в уравнение Эйлера–Остро-
градского [1], получим уравнение изгибных коле-
баний пластины

(2)

решение которого можно представить в виде су-
перпозиции плоских волн

где , , ,  – комплексные постоянные.
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УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ЭНЕРГИИ 
И ВОЛНОВОГО ИМПУЛЬСА

Особенностью распределенных упругих си-
стем является возможность переноса с конечной
скоростью энергии и волнового импульса. Для
получения соответствующих уравнений переноса
умножим уравнение динамики (1) на частные
производные функции поперечного смещения
u(x, y, t) пластины ut, ux, uy и приведем полученные
соотношения к дивергентному виду. В результате
будем иметь

(3)

Здесь

– плотность энергии,  – вектор плот-
ности потока энергии, часто называемый векто-
ром Умова–Пойнтинга [26, 27], с компонентами:

 – вектор плотности волнового им-
пульса с координатами:

 – тензор плотности потока волнового импульса
с компонентами
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Вычисляя средние значения этих величин за
период волны 2πω–1, получим:

(4)

Верхний индекс * означает комплексное сопря-
жение.

На кинематические характеристики волны –
частоту ω, компоненты волнового вектора κ ={kx, ky}
и параметры распределенной системы – уравне-
ниями динамики накладывается связь, которую
принято называть дисперсионным уравнением [28].

АНАЛИЗ ДИСПЕРСИОННЫХ 
ЗАВИСИМОСТЕЙ

На основе уравнения динамики пластины (2)
получим, что частота ω и компоненты волнового
вектора kx, ky связаны посредством дисперсион-
ного соотношения

(5)

Определяя наименьшую частоту возбуждае-
мых в пластине волн, будем иметь

при . Низкочастотное поле с частотой

ω < ωRP не распространяется, а экспоненциально
спадает по мере проникновения в систему. Срав-
нивая с частотой

для винклеровского основания, можно утвер-
ждать, что ωRV < ωRP . Следовательно, область не-
пропускания для пластины с учетом инерции
вращения ее элементов при изгибе, лежащей на
винклеровском основании ýже, чем для упругого
основания модели Пастернака.

На рис. 1 представлены дисперсионные кри-
вые (зависимость частоты ω от волнового числа
κ – модуля волнового вектора κ волны) при раз-
личных значениях коэффициента сдвига основа-
ния пластины. Видно, что существует участок
дисперсионной кривой, на котором тангенс угла
наклона касательной отрицателен. Следователь-
но, для рассматриваемой модели имеется область

частот , где справедлив “эффект об-
ратной волны” [29–31]. Для таких волн (как было
сказано выше) имеет место противоположная на-
правленность фазовой и групповой скоростей. На
возможность этой ситуации впервые было указа-
но Лэмбом [32], который построил ряд моделей
сред, обладающих данным свойством.

Ширина частотной области существования
“обратных” волн зависит от отношения величин
коэффициентов постели на сдвиг и на сжатие.
При k2 = 0, что соответствует модели основания
Винклера, частотная область наличия “обрат-
ных” волн шире, чем для модели основания Па-
стернака . Увели-
чение коэффициента упругого основания пласти-
ны на сдвиг приводит к уменьшению частотной
области, где имеют место быть “обратные” волны,
а при  делает невозможным их суще-
ствование. Следует также отметить, что в пласти-
не модели Кирхгофа поперечные волны являются
“прямыми” (направления фазовой и групповой
скоростей совпадают) [33].
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Определяя фазовую скорость волн как vph =
= ωκ/κ2, в безразмерных переменных

получим выражение для модуля фазовой скорости

Знак “–” соответствует интервалу частот
, знак “+” – интервалу

. На рис. 2 представлены зави-
симости модуля фазовой скорости от частоты при
различных значениях коэффициента сдвига. Рас-
четные графики построены для безразмерных пе-
ременных при a = 0.2.

Фазовая скорость в безразмерных переменных
имеет горизонтальную асимптоту  (при

) и вертикальную асимптоту  (рис. 2).
Частотная область  является областью

существования “обратных”, а  –
“прямых” волн.

Определяя минимальную фазовую скорость
волн, получим
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Эта скорость является одной из важных среди
критических скоростей, которые рассматривают-
ся в литературе. Так, например, как было показа-
но в работах [34, 35], при равномерном движении
объекта со скоростью, превышающей минималь-
ную фазовую скорость излучаемой волны, его
поперечные колебания, вследствие аномального
эффекта Доплера [36, 37], могут быть неустойчи-
выми. В связи с этим при исследовании колеба-
ний упругой системы, несущей высокоскорост-
ную движущуюся нагрузку, определение мини-
мальной фазовой скорости становится
первоочередной задачей [35, 38–40].

Заметим, что скорость V переноса волновой
энергии определяется как S/h [28]. Можно убе-
диться, что для квазигармонических волн среднее
за период значение V равно dω/dκ = grad

κ
ω, что

совпадает с известным приближенным выраже-
нием для групповой скорости [28].

Зависимость составляющей Vx скорости пере-
носа волновой энергии (групповой скорости) от
частоты при ky = 0 и различных значениях коэф-
фициента сдвига основания пластины в безраз-

мерных переменных ( ) представ-
лено на рис. 3.

Для частоты ωRP, где “обратные” волны пере-
ходят в “прямые”, групповая скорость обращается в
нуль, а следовательно, энергия на этой частоте не
переносится.

При высоких частотах значение скоростей V и
vph близко к скорости продольной волны в безгра-
ничной среде. Следует ожидать, что путем введения
поправочного коэффициента в модели (1)–(2)
можно добиться более точного описания диспер-
сионных свойств реальной пластины, в частно-

( )−= ρ�

1
1 *x xV V k h

Рис. 1. Зависимость безразмерной частоты от безраз-
мерного волнового числа при различных значениях

приведенного коэффициента сдвига ( )
упругого основания: 1 – ; 2 – ; 3 –

; 4 – .
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Рис. 2. Частотные зависимости фазовой скорости при
различных значениях коэффициента сдвига упругого
основания: 1 – ; 2 – ; 3 – ; 4 –
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сти, в пределе при ω→ ∞ фазовая скорость будет
близка к скорости сдвиговой волны.

Сравнивая фазовую и групповую скорости
(при ky = 0, рис. 4), следует также выделить две
области волновых чисел. Для первой области –
фазовая скорость больше групповой, для второй –
фазовая меньше групповой скорости. Следова-
тельно, в первой области имеем нормальную дис-
персию волн, во второй – аномальную. Имеется
волновое число (а соответственно, и частота), пе-
ренос энергии колебаний при котором осуществ-
ляется с максимальной скоростью.

АНАЛИЗ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ 
СООТНОШЕНИЙ

Представляет интерес оценить локальный по-
ток энергии, переносимый волнами в пластине,
изгибные колебания которой описываются урав-
нением (2). Следует отметить, что впервые, по-

видимому, изучение плотностей потоков энергии
“обратных” волн в упругой полосе в зависимости
от поперечной координаты слоя было проведено
в работе [41], где для нормальных волн обнаруже-
ны локальные потоки энергии встречного на-
правления. В [42] при исследовании продольных
колебаний бесконечной пластины постоянной
ширины было установлено, что на частоте воз-
никновения “обратной” волны происходит
принципиальная перестройка поля вектора пото-
ка энергии. В случае, когда у дисперсионной кри-
вой нет участка, соответствующего “обратной”
волне, плотность потока энергии остается знако-
постоянной. Хотя в составной модели, как пока-
зано в работе [43], локальные потоки энергии мо-
гут носить знакопеременный характер не только
для обратных, но и для прямых волн, которые не
связаны с обратными волнами одной дисперси-
онной кривой.

На рис. 5 изображены зависимости плотности

потока энергии  от вол-
нового числа при различных значениях приве-
денного коэффициента сдвига упругого основа-
ния (для случая ky = 0).

Видно, что поведение плотностей потоков
энергии носит знакопеременный характер, если

; в противном случае, а именно, при

 изменение знака плотности потока
энергии не наблюдается.

Из (4) и (5) следует, что для средних значений
локальных энергетических характеристик спра-
ведливы следующие соотношения:

– скалярное произведение фазовой скорости
на вектор плотности волнового импульса равно
плотности волновой энергии:

( )−= ρ�

1
3
1 **x xS S k h AA

<2
2 1 1 12*k k h

>2
2 1 1 12*k k h

= ph ;h v p

Рис. 3. Частотные зависимости групповой скорости
при различных значениях коэффициента сдвига
упругого основания: 1 – ; 2 – ; 3 –

; 4 – .
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Рис. 4. Зависимость фазовой (1) и групповой (2) скоростей от волнового числа для приведенного коэффициента сдви-
га упругого основания .
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– произведение вектор-столбца групповой
скорости V = (Vx,Vy)T на вектор-строку плотности
волнового импульса равно тензору плотности по-
тока волнового импульса:

Отношение модулей средних значений плот-
ности потока энергии к плотности волнового им-
пульса равно произведению модулей фазовой и
групповой скоростей волн:

Отношение плотности энергии к частоте рав-
но отношению модуля вектора плотности волно-
вого импульса к волновому числу.

ВЫВОДЫ

Таким образом, для пластины, лежащей на
упругом основании, учет инерции вращения ее
элементов при изгибе приводит к наличию ча-
стотной области существования “обратных”
волн, т.е. волн, у которых фазовая и групповая
скорости противоположно направлены.

При наличии двух коэффициентов постели (на
сдвиг k2 и на сжатие k1), характерных для модели
Пастернака, ширина этой области зависит от их
соотношения. С уменьшением значения коэф-
фициента сдвига упругого основания k2 → 0 ча-
стотная область существования “обратных” волн
увеличивается. Пороговое значение, при котором

( )  = 
 

.x xx xy
x y

y yx yy

V T T
p p

V T T

= ph .
S

v V
p

=
κ

.
ω
h p

невозможно их существование, определяется ра-
венством .

На частоте возникновения “обратной” волны
скорость переноса волновой энергии обращается
в нуль и происходит принципиальная перестрой-
ка поля вектора плотности потока энергии.

Плотность волновой энергии связана с плот-
ностью переносимого квазигармонической вол-
ной импульса посредством фазовой скорости.

Компоненты тензора плотности потока вол-
нового импульса и плотности переносимого вол-
ной импульса связаны посредством групповой
скорости.

Работа выполнялась в рамках государственно-
го задания ИПФ РАН на проведение фундамен-
тальных научных исследований на 2021–2023 гг.
по теме № 0030-2021-0025.
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