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Найдено поле SV-источника поперечных волн в твердом однородном слое со свободными граница-
ми. На этих границах, помимо поперечных волн, возникают и продольные волны. Полное поле в
слое характеризуется скалярным и векторным потенциалами. Вследствие осевой симметрии этого
поля векторный потенциал имеет только угловую компоненту. Интегральное представление потен-
циалов получено методом Фурье–Бесселя. На основе теории вычетов поле в слое представлено в
виде суперпозиции цилиндрических мод Лэмба. Рассчитаны амплитуды этих мод.

Ключевые слова: SV-источник поперечных волн, скалярный и векторный потенциал, метод Фурье-
Бесселя, цилиндрические моды Лэмба
DOI: 10.31857/S0320791923600312, EDN: QSCGBS

ВВЕДЕНИЕ
Среди исследований полей в твердых телах

можно выделить работы по расчетам полей раз-
личных точечных источников [1–8]. В работе [1]
рассмотрено поле точечного источника силы в
безграничной анизотропной среде. В [2] проана-
лизировано поле SH-источника в слое. Поле вер-
тикальной точечной, или линейной силы исследо-
вано в [3]. Подробный анализ поля импульсного
точечного силового источника в нестационарной
постановке дан в [4]. Модовый анализ поля в
жидком слое, лежащем на упругом полупро-
странстве, при его возбуждении точечной силой
проведен в [5]. Влияние ориентации точечной си-
лы на поле в твердом полупространстве рассмот-
рено в [6]. В современном учебнике [7], рассмат-
ривающем асимптотические представления поля
в безграничном твердом теле, перечислены, в
частности, элементарные точечные источники:
источник объемной скорости, источник силы и
центр вращения. Наконец, в фундаментальной
монографии [8] обсуждаются элементарные ис-
точники сейсмических полей. Предлагается ком-
поновать их из точечных сил. Поля этих сил и их
комбинаций содержат как потенциальную, так и
вихревую компоненты. В книге пропагандирует-
ся теория двойной пары сил применительно к ре-
альным процессам сейсмических процессов.

Настоящая работа посвящена расчету поля то-
чечного источника сдвигового поля в твердом
слое. Твердые тела отличаются от жидкостей тем,

что при деформациях в них возникают не только
давления, но и сдвиговые упругие напряжения.
Поэтому в твердых телах, помимо продольных
волн того же типа, что и в жидкостях, могут рас-
пространяться и поперечные волны, в которых
частицы колеблются перпендикулярно к направ-
лению распространения. В сейсмологии сдвиговые
волны с горизонтальной поляризацией называют
SH-волнами, сдвиговые волны с вертикальной по-
ляризацией называют SV-волнами, Элементарным
точечным источником SH-волн является так назы-
ваемый крутоль – сфера, вмороженная в среду, со-
вершающая колебания вокруг некоторой своей
оси (рис. 1а). Элементарным точечным источни-
ком SV-волн является тор, вмороженный в среду,
поверхность которого совершает колебания во-
круг направляющей тора (рис. 1б). Этот источник
характерен тем, что его сила и момент равны нулю.

В работе впервые найдено поле точечного SV-ис-
точника волн в твердом однородном слое со сво-
бодными границами. Представим потенциаль-
ную часть смещения в виде градиента некоторого
скаляра , а соленоидальную часть смещения в
виде вихря векторного потенциала  [1, 2]:

(1)

С учетом осевой симметрии остается только одна –
угловая компонента векторного потенциала  и
уравнение для нее также является скалярным.
Источник на рис. 1а имеет как раз такую симмет-

ϕ
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рию. При наличии свободных границ помимо по-
перечных волн возникнут и продольные волны.

ИЗЛУЧЕНИЕ SV-ИСТОЧНИКА 
ПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛН В ТВЕРДОМ СЛОЕ 

СО СВОБОДНЫМИ ГРАНИЦАМИ

Геометрия задачи показана на рис.2. В цилин-
дрической системе координат (r,  границы
этого слоя совпадают с плоскостями . То-
чечный гармонический SV-источник, создающий
поперечные волны с поляризацией в плоскости rz,
расположен в точке ( ), временной
множитель  опускаем. Потенциал 
представим в виде производной . В ра-
ботах [11, 12] показано, что граничные условия на
свободных границах слоя просто записываются

α, )z
= ±z h

= = 00,r z z
− ωexp( )i t ψ

ψ ≡ ∂φ ∂r

через скалярные функции  и . Смеще-
ния в твердой среде получим по формулам

(2)

Компоненты тензора напряжений записываются
через скаляры ϕ и :

(3)

где λ и μ – коэффициенты Ламе. Условия обра-
щения их в нуль при  дают с учетом волно-
вых уравнений граничные условия:
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Рис. 1. (а) – Источник SH–волн, крутоль, (б) – источник SV–волн, тор.

(а) (б)

Рис. 2. Постановка задачи.
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(4)

где и  – волновые числа про-
дольной и поперечной волн.

Скалярные функции  и  удовлетво-
ряют уравнениям

(5)

(6)

где  – момент, направленный по угловому орту,
вдоль образующей тора (рис. 1а).  – дельта-
функция, а  равна нулю при  и обладает
свойством

(7)

Правая часть (6) является точечным источни-
ком поля SV-волн. Этот источник, в отличие от
точечного источника силы, рассматриваемого в
работах [1, 2, 4, 6], не излучает продольные P-вол-
ны.

Используем преобразование Фурье–Бесселя

(8)

(9)

где  – функция Бесселя. Пользуясь форму-
лами (5), (8)–(9), получим:

(10)

Аналогично из формул (6)–(9) получим

(11)

Из граничных условий (4) при помощи преобра-
зования Фурье–Бесселя (8), (9) получим для  и 
соотношения при :

(12)
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Рассчитаем скачок производной  при 
Проинтегрируем уравнение (11) в пределах от

 до  в результате получим

(13)

Сама же функция  непрерывна:

(14)

Фурье-компоненты  и  ищем в виде

(15)

(16)

(17)

Подставляя (15)–(17) в формулы (12)–(14), полу-
чим систему алгебраических уравнений для ко-
эффициентов 

Вычислив эти коэффициенты и подставив их в
формулы (15)–(17), получим  и . Формулы (8),
где  и  определены указанным способом, явля-
ются интегральным представлением поля в твер-
дом слое.

Волны в твердом слое можно разделить на две
группы: в одной из них смещения симметричны
относительно средней плоскости слоя, т.е. имеют
место равенства  , а в
другой группе смещения антисимметричны, т.е.

  Используя свойства
цилиндрических функций, получим следующие
формулы для потенциалов симметричных и анти-
симметричных волн:
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где  – функция Ханкеля.
Рассчитаем эти потенциалы. Начнем с потен-

циала 

где

Замкнем контур интегрирования в верхней по-
луплоскости . Поле  получим в виде сум-
мы вычетов в полюсах, лежащих в верхней полу-
плоскости:

(18)

где  – n-й корень уравнения .

Аналогично получим потенциал :

(19)

Потенциалы  дают n-ю симметричную ци-
линдрическую моду Лэмба.

Потенциалы антисимметричного поля полу-
чим по формулам:
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где  – n-й корень уравнения . Потен-
циалы  дают n-ю антисимметричную ци-
линдрическую моду Лэмба. Формулы для потен-
циалов  и  не изменяются при замене

, и поэтому они справедливы во всем твер-
дом слое 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Найдено поле точечного SV-источника в твер-
дом однородном слое со свободными границами.
Это поле характеризуется скалярным и вектор-
ным потенциалами. Вследствие осевой симмет-
рии поля векторный потенциал имеет только уг-
ловую компоненту. Интегральное представление
потенциалов получено методом Фурье–Бесселя.
На основе теории вычетов поле этого источника
представлено в виде суперпозиции цилиндриче-
ских мод Лэмба. Рассчитаны амплитуды этих мод.
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