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Исследуются частоты собственных колебаний и захваченные волны в изотропной и однородной
упругой полуполосе. При разных конфигурациях зон жесткого защемления и свободного края по-
лучена информация об отсутствии или наличии собственных частот ниже, а в некоторых случаях и
выше точки отсечки непрерывного спектра. Выведены оценки кратности дискретного спектра и по-
строены разнообразные асимптотические представления захваченных волн и их частот.
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ИЗВЕСТНЫЕ ФАКТЫ О СПЕКТРЕ
УПРУГОЙ ПОЛУПОЛОСЫ

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях
на частоте  упругой полубесконечной поло-
сы  (далее по-
луполосы; рис. 1а), изготовленной из изотропно-
го однородного материала с постоянными Ламе

 и . Вектор смещений  удовле-
творяет системе дифференциальных уравнений

(1)

При этом ,  и  – опе-
ратор Лапласа. Сведем размер  и плотность

 к единице. На участках  и  границы 
поставим краевые условия жесткой заделки (Ди-
рихле) и свободного края (Неймана)

(2)

(3)

Здесь  – единичный вектор внешней
нормали, а в формулах

(4)

фигурируют декартовы компоненты тензоров на-
пряжений  и деформаций , а также символ
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Кронекера . Вариационная формулировка за-
дачи (1)–(3) апеллирует к интегральному тожде-
ству [1, 2]

(5)

в котором  – удвоенная упругая энергия
полуполосы,  – натуральное скалярное произве-

дение в пространстве Лебега , а  –
пространство Соболева вектор-функций, подчи-
ненных условиям Дирихле (2).
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КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ
ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ И ТЕОРИИ ВОЛН

Рис. 1. Полоса  единичной толщины и ее половина

. Защемленная поверхность отмечена более жир-
ными линиями – (б) только боковые стороны и (а)
вместе с торцом.
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Далее будет изучен спектр  задачи (1)–(3) при
разных способах разбиения границы  на участ-
ки жесткой заделки  и свободного края .

Вопрос о наличии или отсутствии захваченных
волн в упругой полуполосе, важный сам по себе,
также возникает при изучении собственных коле-
баний тонких пластин и балок, точнее при анали-
зе явления пограничного слоя около их кромок, и
в диагностике накопления повреждений в соеди-
нительных зонах. Для скалярных задач соответ-
ствующие конструкции собственных мод вводи-
лись и обосновывались, например, в статьях [3] и
[4], но для векторных задач теории упругости пла-
номерные исследования не публиковались.
В данной работе рассматриваются векторные
упругие поля, свойственные задачам о деформа-
ции тонких упругих прокладок или плит, закреп-
ленных вдоль одного из оснований или зажатых в
малой окрестности кромки. При разрыве клеевых
соединений возникают зоны отслоения пластин,
которые далее называем трещинами, и для иссле-
дования их влияния на спектр применяем аппарат
механики разрушения (ср. [5, 6], [7, гл. 7] и др.).

Начнем с простейших случаев 
 (зажаты боковые стороны;

рис. 1б) и  (закреплен также торец полупо-
лосы; рис. 1а). Известно (ср. расчеты в работе [8]),
что в обоих случаях непрерывный спектр  задачи
(5) – луч  с точкой отсечки

(6)

При  (рис. 1а) дискретный спектр 
пуст. Воспроизведем доказательство из работы [8],
основанное на классическом приеме [9]. Производ-
ная  собственной моды  по-

падает в пространство  благодаря
условию (2) на боковых сторонах и слабой сингу-
лярности  с показателем  поля смеще-
ний в угловых точках раствором  (см. [10] и,
например, [11, гл. III,  8]). При помощи соотно-
шений (2) и (4), а также формулы интегрирования
по частям получаем равенства

(7)

Следовательно, поле  аннулируется на торце 
вместе со своими первыми производными, что
невозможно в силу теоремы о единственности
продолжения решений системы дифференциаль-
ных уравнений Ламе (см., например, книгу [12,
гл. 4]). Итак,  всюду в полуполосе, т.е. соб-
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ственных мод не существует на любой частоте, а
значит, пуст не только дискретный, но и точеч-
ный спектр  (собственных частот нет и внутри
непрерывного спектра ).

Убедимся в том, что в случае  (торец
свободен от внешних воздействий; рис. 1б) име-
ется хотя бы одна собственная частота ниже точ-
ки отсечки . Поскольку боковые стороны полу-
полосы  жестко закреплены, по-прежнему

, а точке отсечки отвечает не завися-
щая от продольной координаты  волна

(8)
где  – орт оси . Согласно минимальному
принципу [13, теорема 10.2.1] нижняя грань  все-
го спектра  задачи (5) вычисляется по формуле

(9)

Таким образом, соотношение , обеспе-
чивающее непустоту дискретного спектра  (при
этом  – первая, наименьшая, собственная
частота), эквивалентно наличию пробной век-
тор-функции , для которой выпол-
нено неравенство

(10)
Воспользуемся приемом из работы [14] и по-

ложим

(11)

где  – малое положительное число, а  – гладкая
вектор-функция с носителем в замкнутом квад-
рате . Имеем

Подставим эти формулы в соотношение (10) и
заметим, что слагаемые порядка  в правой и ле-
вой частях взаимно уничтожаются. Таким обра-
зом, после интегрирования по частям само соот-
ношение принимает вид
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НАЗАРОВ

Поскольку  и 
, можно подобрать компоненту 

так, чтобы последний интеграл в формуле (12)
стал отрицательным, а ее правая часть – положи-
тельной при малом . Итак, для пробной
функции (11) в самом деле выполнено неравен-
ство (10) и, следовательно, дискретный спектр 
содержит собственную частоту .

ИСКУССТВЕННАЯ ТОЧКА ОТСЕЧКИ

Разделим полуполосу  надвое и сузим задачу (1)–
(3) на нижнюю половину 
(тонирована на рис. 1б), назначив на средней ли-
нии  искусственные крае-
вые условия

Продолжения решения , четное для
компоненты  и нечетное для компоненты , да-
ют (гладкое) решение исходной задачи в цельной
полуполосе , а точка отсечки непрерывного
спектра задачи в  равна

При коэффициенте Пуассона 
 на пороге в уполовиненной полосе име-

ется аналогичная (6) волна

а конструкции из второй части предыдущего разде-
ла предоставляют собственную частоту 
задачи в , причем согласно описанной проце-
дуре продолжения собственной моды она попада-
ет в точечный спектр  исходной задачи в .

Справедливо строгое неравенство , так
как первые компоненты соответствующих соб-
ственных мод обладают разным свойством нечет-
ности/четности относительно переменной .

Если же , то аналогичные действия с
не зависящей от продольной координаты волной

дают собственную частоту . Для
 полученные таким способом две частоты

 и , вообще говоря, могут совпасть.
Остается невыясненным вопрос, попадают

или нет частоты  на интервал , т.е. при-
надлежат ли они дискретному спектру  или
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оказываются вкрапленными в непрерывный
спектр  задачи (1)–(3).

Отметим, что другая группа искусственных
краевых условий

(13)

бесполезна для обнаружения новых собственных
частот посредством минимального принципа (9),
так как у задачи в зауженной полуполосе  с
условиями (13) сохраняется точка отсечки (6).

ОТСЛОЕНИЕ ВЕРХНЕГО ОСНОВАНИЯ 
ПОЛУПОЛОСЫ

Пусть на рис. 2а при 

(14)

Иными словами, на верхнем основании
 образовалась трещина

, но нижнее основание
 и бесконечный участок  верхнего оста-

лись жестко закрепленными. Точка отсечки (6)
сохранилась, а второй прием из предыдущего раз-
дела с прежней пробной вектор-функцией (11)
устанавливает непустоту дискретного спектра
при всех . Получим дополнительную ин-
формацию о кратности  и образующих

 собственных частотах

(15)

Они вычисляются при помощи максимини-
мального принципа

(16)
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Рис. 2. (а) – Полоса с трещиной  на верхнем осно-
вании, а также полярные координаты и вырезаемый
полукруг. (б) – Трещина  длиной  на торце.
Жирные линии – зоны защемления границы.
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где  – любое подпространство в  с ко-

размерностью , в частности, .
Более точно, теорема 10.2.2 в [13] гарантирует сле-
дующее: если при некотором  величина из пра-
вой части (16) строго меньше , то, во-пер-
вых,  и, во-вторых, корень квадратный
из этой величины – собственная частота с номе-
ром  из списка (15). Поскольку 
при , а дробь Рэлея в формуле (16) не зави-
сит от способа постановки краевых условий,
справедливо неравенство , т.е.
функции

(17)

– монотонно убывающие на лучах ; здесь
 – длина трещины, при которой происхо-

дит приращение кратности дискретного спектра
(см. ниже). Убывание строгое: собственная мода

 не может быть пропорциональна
, так как иначе она удовлетворяет обоим

краевым условиям (2) и (3) на отрезке
, что противоречит упоминавшейся

теореме о единственности продолжения решения
системы Ламе.

Сначала получим простую, но грубую оценку
кратности  дискретного спектра. С этой це-
лью опять применим максиминимальный прин-
цип (16) с пробными функциями

(18)

продолженными нулем на усеченную полуполосу
 (оставлена без глубокого тони-

рования на рис. 2а) при сохранении класса Собо-
лева . Вычислим дробь Рэлея при

. Имеем

Следовательно, искомая дробь Рэлея равна

(19)
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и при натуральном индексе , подчиненном соот-
ношению

правая часть формулы (16), вычисленная для век-
тор-функции (18), строго меньше квадрата точки
отсечки (6), т.е. теорема 10.2.2 в [13], в частности,
показывает, что кратность дискретного спектра

, строго меньшая , неограниченно воз-
растает при .

Обнаруженная оценка кратности неточная и
ее можно улучшить для достаточно длинных тре-
щин, вычислив асимптотику собственных частот
при . Для этого построим одномерную
модель длинной (тонкой после масштабирова-
ния) балки  (глубоко тонирова-
на на рис. 2а) с защемленными нижним основа-
нием и торцом . При-
мем асимптотический анзац для собственной
моды

(20)

где  – растянутая продольная координа-
та, а многоточие заменяет младшие асимптотиче-
ские члены, не существенные для предпринимае-
мого анализа. Подставим выражение (20) в систе-
му (1) со спектральным параметром

(21)
где

(22)

Проделаем то же с краевыми условиями при
 или . Заметив, что члены, содер-

жащие саму функцию , взаимно уничтожаются,
соберем множители при производной  и
получим следующую скалярную задачу для ком-
поненты :

(23)

(24)

Таким образом,

(25)

j
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а коэффициенты

(26)

включают положительные косинус и синус, при-
чем .

В силу формулы (21) коэффициенты при  в
системе (21) образуют уравнение

(27)

Это уравнение, снабженное краевыми условиями

(28)

имеет решение в том и только в том случае, если
выполнено соотношение

которое приобретает вид обыкновенного диффе-
ренциального уравнения

(29)

Для вычисления коэффициента

(30)

удобно воспользоваться выкладкой

в которой последнее подынтегральное выраже-
ние находится из уравнения (23), а внеинтеграль-
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(
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ные члены – при помощи формул (25) и (26). Фи-
гурирующая в (30) функция

(31)

имеет одну экстремальную точку , мо-
нотонно возрастает на участке  и удовле-
творяет соотношениям  и .
Таким образом, функция (31) и величина (30) по-
ложительные.

В искомой модели балки уравнение (29) снаб-
жается краевыми условиями

(32)

а собственные пары задачи (29), (32) принимают
вид

Обоснование построенных асимптотик соб-
ственных частот и мод проводится по стандарт-
ной схеме (см. публикации [15, 16, 8, 17]), а точное
утверждение предоставляет для любого индекса

 такие величины  и , что при 
собственная частота из списка (15) расположена
ниже точки отсечки (6) и удовлетворяет оценке

(33)

Как и следовало ожидать, полученное ранее
выражение (19) превосходит сумму .
Подчеркнем особо, что увеличение номера  вле-
чет за собой рост величин  и , т.е. асимп-
тотическая формула (33) обслуживает на долж-
ном уровне лишь несколько первых членов в
списке (15) – подробное изучение этого вопроса
можно найти в книге [18, гл. 7], где, в частности,
выявлена зависимость мажоранты в правой части
оценки (33) от номера .

Нетрудно построить и полные асимптотиче-
ские разложения собственных частот и мод. Фор-
мальные бесконечные асимптотические ряды, в
частности, включают члены типа пограничного
слоя, описываемые решениями задачи в единич-
ной полосе  с пороговым спектральным пара-
метром

(34)

(35)
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(36)

В последнем разделе статьи будет показано,
что задача (34)–(36) с финитными правыми ча-
стями  и  однозначно разрешима в
классе вектор-функций, экспоненциально зату-
хающих при  и подчиненных на беско-
нечности “условию излучения”

(37)

Это обстоятельство позволяет организовать
итерационный процесс построения бесконечных
формальных асимптотических рядов для  и

 и поочередно определить их члены при ре-
шении (неоднородных) задач (29), (30) и (34)–(36).
Поправки в асимптотике собственной частоты на-
ходятся при соблюдении условия разрешимости
смешанных краевых задач для обыкновенного диф-
ференциального уравнения на отрезке , а
для продолжения с прямоугольника  на полу-
полосу  (см. рис. 2а) их решения
можно умножить на гладкую срезающую функ-
цию , равную единице при  и ну-
лю при , – именно такое действие привно-
сят правые части в соотношения (34) и (36). Под-
черкнем, что слагаемые типа пограничного слоя,
определяемые при решении задачи в , затуха-
ют при  с экспоненциальной скоростью,
а значит, какой-либо задачи в  решать не требу-
ется.

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ 
ПРИ УВЕЛИЧЕНИИ ЗОНЫ ОТСЛОЕНИЯ

В ситуации (14) придадим малое приращение
 длине трещины  на верхнем основании

полуполосы  и найдем главные поправочные
члены асимптотик

(38)

собственных частот из списка (15). Согласно [10]
(см. также [19], [11, гл. III,  8], [7, гл. 7]) соответ-
ствующие собственные моды , нор-
мированные равенством

(39)

допускают около конца трещины представления

(40)

σ = σ = <
= > =

12 1 22 2 1

1 2
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>1x ,
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Π
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§
∈ Π Γ1
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±
= χ − + 0 1 2( ; ) ( ) ( ) ( , ) ( ; ).jj

ju x r K X x x u x,, , , ,

Поясним обозначения. Прежде всего
 – полярные координаты с

центром в вершине  трещины (рис. 2а),
а  – гладкая срезающая функция с малым носи-
телем, равная единице в окрестности точки .
Далее аргумент  и индекс  по возможности не
пишем. Вектор-функции

(41)

включают угловые части  и первый (с
наименьшей положительной вещественной ча-
стью) корень  трансцендентного
уравнения (см. [10] и [11, гл. III, 8])

(42)

Таким образом, коэффициенты интенсивно-
сти напряжений  комплексные (ср., например,
[20]), но, несмотря на присутствие в степенном
решении (41) мнимой единицы , собственную
моду (40), разумеется, можно зафиксировать ве-
щественной.

Вектор-функции (41) суть решения модельной
задачи теории упругости в полуплоскости

 с условиями (2) и (3) на лучах
 и  соответствен-

но. Согласно общим результатам [21] (см. также
[7, гл. 3, 2]) эта задача имеет еще одну пару реше-
ний

(43)
для которых верны формулы

(44)

Черта обозначает комплексное сопряжение, а
подынтегральное выражение имеет порядок :
форма  возникла как одномерный интеграл в
формуле Грина для оператора Ламе и потому не
зависит от параметра  для решений модельной
задачи в . Отсюда, в частности, вытекает, что

 из-за рассогласования показателей
 и  у степенных решений  и .

Методика дифференцирования вдоль трещин
(см. изложение статьи [22] в книге [7, гл. 7, 4], а
также работу [23] для одной из задач механики
трещин) устанавливает, что все степенные реше-
ния упомянутой модельной задачи в полуплоско-
сти приобретают показатели ,

 и , . Кроме того,
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имеет место следующая связь степенных реше-
ний (41) и (43):

(45)

Определение множителя  трудоемко – требу-
ется найти корни уравнения (42), восстановить
угловые части ,  согласно формулам из [11,
гл. III 8] и вычислить громоздкий интеграл из
(44), однако положительность множителя  уже
была проверена в [22, 23] при помощи асимптоти-
ческого анализа задач о росте трещины. Воспро-
изведем сопутствующие выкладки в переложении
для рассматриваемой задачи. Применим метод
сращиваемых асимптотических разложений (см.
монографии [24, 25]) и дополним понятное внеш-
нее разложение

(46)

внутренним разложением

(47)

приемлемым вблизи точки  и учитываю-
щим представление (40), а также малый сдвиг
вершины трещины. Преобразованная согласно
связи (45) формула Тейлора

(48)

и процедура сращивания разложений на уровне 
показывают, что поправочные члены в анзацах
(38) и (46) удовлетворяют системе уравнений

(49)
и краевым условиям (2) и (3), а также вытекаю-
щим из (47), (48) и (45) условиям роста около вер-
шины трещины

(50)

Поскольку  – собственная частота, для су-
ществования сингулярного поля  требуется со-
блюсти условие разрешимости сформированной
задачи (49), (2), (3), (50). С целью его проверки
умножим систему дифференциальных уравнений

скалярно на вектор  и применим
формулу Грина в области

с вырезанным малым ( ) полукругом (глу-
боко тонирован на рис. 2а). При учете соотноше-
ний (39) и (44) получаем, что

(51)

Обратим внимание на то, что комплексное со-
пряжение самой вектор-функции  не нужно, но
оно потребовалось в конце выкладки и не сказа-
лось на результате.

Итак, получена следующая асимптотическая
формула, согласованная с проверенной ранее мо-
нотонностью функций (17):

Если оба коэффициента интенсивности на-
пряжений обратились в нуль, то скорость 
уменьшения собственной частоты замедляется по
крайней мере до .

ПОРОГОВЫЕ РЕЗОНАНСЫ
Ввиду устойчивости собственных частот (15),

принадлежащих дискретному спектру, увеличе-
ние его кратности  при вариации парамет-
ра  может происходить исключительно вслед-
ствие отцепления собственной частоты 
от нижней грани непрерывного спектра (точки
его отсечки (6)). Такое явление наблюдается в том
случае, если у задачи (1)–(3) при  возникает
пороговый резонанс (см. статьи [26–29]), а имен-
но, у задачи с пороговой частотой  имеется
(вещественное) решение

(52)
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с экспоненциально затухающим остатком . Ес-
ли , то  – захваченная волна, но в случае

 решение (52) стабилизируется при
 к вектор-функции (8) поперечной пере-

менной  и резонанс называется правильным
[28]. К сожалению, не удалось выяснить, обраща-
ется ли в нуль коэффициент  для конкретных
критических длин . Поэтому обсудим обе воз-
можности и продемонстрируем, что качество по-
рогового резонанса сказывается на процессе от-
цепления собственных частот.

При  сохраним асимптотический анзац
(38) для собственной частоты

. Кроме того, для соответ-

ствующей собственной моды  прини-
маем прежние внешнее и внутреннее разложения

(46) и (47), а для поправок  и 
выводим задачу (49), (2), (3), (50) и при помощи
выкладки (51) получаем окончательную формулу

(53)

Если коэффициенты интенсивности напряже-
ний обратились в нуль (ср. соотношение (64) при

), то представление (53) становится малосо-
держательным и требуется построение младших
асимптотических членов, а скорость  отцепле-
ния собственной частоты уменьшается до  (ср.
асимптотические конструкции в работе [16]).

 К сожалению, нельзя утверждать, что формула
(53) остается в силе при , т.е. при уменьше-
нии длины трещины. Дело в том, что в принципе
возможно поднятие истинной собственной ча-
стоты вовнутрь непрерывного спектра, однако ее
положение неустойчиво и заранее неизвестно,
окажутся ли все младшие асимптотические члены
в разложении (53) вещественными, или появится
точка комплексного резонанса с малой мнимой
частью (ср. [30, 17]). Впрочем, используя метод
“точной настройки” параметров (см., например,
[31, 29]) можно попытаться и при  поместить
величину  на вещественную ось путем

тщательного подбора профиля  искривлен-
ного торца  полубесконечной полосы

(54)

В случае правильного порогового резонанса
требуются более сложные вычисления. Начнем с
построения одномерной модели колебаний тон-
кой упругой прокладки  между двумя абсо-
лютно жесткими полуплоскостями. В новом
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Ξ( )h

асимптотическом анзаце (20), ингредиенты кото-
рого снабдим символом , производится замена

, учитывающая условия за-
щемления (2) на обоих сторонах прокладки. Кро-
ме того, функции  и  находятся из задач (23),
(24) и (27), (28), в которых вместо дроби  всюду
фигурирует число  и последние условия Нейма-
на заменены условиями Дирихле  и

. Таким образом, получаем выражение

(55)

с прежним коэффициентом  из (26) и поло-
жительной величиной . Наконец, условие
разрешимости задачи для  принимает вид обык-
новенного дифференциального уравнения (29) с
новым коэффициентом

(56)

В искомой модели упругой прокладки 
уравнение (29) снабжается условиями в точках

 и , имитирующими краевые условия на
торцах  и , однако далее будут востребованы
два факта, которые благодаря проведенным вы-
числениям вытекают из общих результатов [19],
[7, гл. 3,  1] и [33, гл. 9]. Во-первых, на порого-
вой частоте  у задачи в цельной полосе

 с условиями Дирихле (2) на боко-
вых сторонах помимо ограниченной волны (8)
имеется линейно растущая волна

(57)
но других полиномиально зависящих от перемен-
ной  волн нет.

Во-вторых, у той же задачи в  на частоте

(58)

имеются две медленно растущие при 
волны

(59)

где  – функция (55),  – решение видоизме-
ненной указанным выше способом задачи (27),
(28) и

(60)
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Формальная проверка того, что вектор-функ-
ции (57) и (59) удовлетворяют задачам в полосе

, производится непосредственными вычисле-
ниями.

Поскольку в формуле (58) пороговой частоте
 предписано возмущение , слагаемое  из

внешнего разложения (46) удовлетворяет системе
(1) с параметром , краевым условиям (2),
(3) и условиям роста (50), полученным в результа-
те сращивания с внутренним разложением (47)
около точки . Из-за наличия ограничен-
ного решения (52) полученная задача имеет толь-
ко линейно растущее на бесконечности решение

(61)

с экспоненциально затухающим остатком ,
произвольным коэффициентом  и коэффици-
ентом  при линейной волне (57), вычисляемом
при помощи усложненной выкладки (51). Именно,

(62)

и, следовательно,

(63)

Пояснение: применили формулу Грина в пря-
моугольнике  с вырезанным полукругом ма-
лого радиуса с центром , а интегралы по по-
луокружности и отрезку  вы-
числили при помощи разложений (50), (40) с
коэффициентами интенсивности  и представ-
лений (52), (61), (57), причем при нахождении по-
следнего интеграла из (62) повторили выкладку,
приведшую к выражению (56).

Слагаемые  и  не затухают при , а
значит, анзац (46) нуждается в исправлении на
больших расстояниях от конца  трещи-
ны . Следуя работам [16, 32], срастим его
с разложением
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содержащим множитель  и волну

(59), равную  и содержащую малый, но
положительный показатель (60). Таким образом,
представление (61) свойственно именно захва-
ченной волне. Соотношение  (важен
знак минус), появившееся в результате сращива-
ния, в силу формул (60) и (63) предоставляет по-
правочный член в анзаце (58) для собственной ча-
стоты:

Итак, в случае правильного порогового резо-
нанса собственная частота отцепляется от порога
с меньшей скоростью , чем в случае захва-
ченной волны (52), . Если оба коэффициен-

та интенсивности напряжений  обратились в
нуль, то скорость снижается по крайней мере до

 – для ее вычисления требуются младшие
асимптотические члены (ср. публикации [16, 32]).
В рассмотренной задаче при условии  ана-
литически определить кратность порогового ре-
зонанса не удается. Если же  и ,
то все выкладки и рассуждения из предыдущих
разделов нуждаются лишь в незначительных из-
менениях, например, первое краевое условие
Неймана в (32) для одномерных моделей балки

 становится условием Дирихле . Вме-
сте с тем совмещение выкладок (7) и (51), приме-
ненных к ограниченному пороговому решению

(52) и его производной , затухающей
при , приводит к равенству

(64)

Таким образом, оба коэффициента интенсив-
ности напряжений у решения  обратиться в
нуль не могут. Следовательно, по понятной при-
чине кратность порогового резонанса не превос-
ходит двух.

ЧАСТИЧНОЕ ЗАКРЕПЛЕНИЕ ТОРЦА
Пусть на рис. 2б

(65)

т.е. краевое условие (3) поставлено только на ча-
сти  торца  полуполосы . В первом разделе
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было показано, что при  (вся граница 
жестко защемлена) дискретный спектр  пу-
стой, но при  в нем присутствуют собствен-
ные частоты (15) (однако их количество 
осталось неизвестным). Подчеркнем, что в дан-
ном разделе формулам, использованным ранее
при анализе отслоения верхнего основания полупо-
лосы, теперь придается новый смысл. Например,
максиминимальный принцип (16) доказывает, что
функции (17) монотонно убывают на интервале

, где величина  характеризуется под-
нятием собственной частоты  на порог  и об-
разованием порогового резонанса. Таким образом,
существует зависящий от коэффициента Пуассона

 размер , для
которого  при , но 
при . Правомерна гипотеза: первый по-
роговый резонанс правильный, так как наличие
быстро затухающей моды на низких частотах со-
мнительно. К сожалению, автор не нашел строгого
подтверждения этого факта. Вычисление критиче-
ского размера  – также открытый вопрос.

ЦЕЛИКОМ ОТСЛОИВШЕЕСЯ
ВЕРХНЕЕ ОСНОВАНИЕ

Рассмотрим задачу (1)–(3) при условиях (убра-
ли верхнюю жирную черту на рис. 2б)

В этом случае точка отсечки принимает вид
(22), но все приведенные ранее результаты и при-
емы анализа остаются в силе с понятными изме-
нениями. В частности, у задачи (1)–(3) при

 имеется собственная частота  ниже
точки отсечки (22). Таким образом, одномерная
модель (29), (32) не полностью описывает спектр
конечной балки , защемленной вдоль

, а именно, ниже серии собственных
частот, описываемых формулами (21) и (33), об-
наружена по крайней мере одна собственная ча-
стота  с собственной модой, сугубо лока-
лизованной около торца .

В задаче о полуполосе с длинной трещиной
, т.е. при ,

дискретный спектр становится весьма обильным,
так как в модельной задаче о колебаниях балки

 с единственно защемленным торцом 
появляются две серии собственных частот

в которых фигурируют собственные числа задач о
поперечных и продольных колебаниях одномер-

= 0 ∂Π
( )dp

= 1
# ( )dp ,

( ,1)j, > 0j,
ω ( )j , ω†

ν = λ λ + μ ∈2( ) [0,1 2) ν ∈∗( ) (0,1),

= ∅( )dp , < ν∗( ), , # ( ) > 0dp ,

> ν∗( ), ,

ν∗( ),

+ −Σ ∪ ϒ ⊂ Γ Σ ⊂ ΓD( ) , ( ) , 0.N >, , ,

−Γ = ΣD ω

Ξ( ),
−Σ ∪ ϖ( ) ( ), ,

ω < ω‡
ϖ

+ϒ ⊂ Σ( ), −Γ = Σ = > =1 2( ) { : , 0}D x x x, ,

Ξ( ), ϖ( ),

β +… β +…(2) (1)
2

1 1и ,j j
,,

ной балки Кирхгофа соответственно (см., напри-
мер, [7, гл. 1 3]):

(66)

и

Здесь  – цилиндрическая жест-

кость упругой балки-полосы.

ПОЛУПОЛОСА С ПОЛНОСТЬЮ 
СВОБОДНЫМ КРАЕМ

При  и  (полностью убрали
жирную черту на рис. 1а) непрерывный спектр  –
замкнутая полуось , а дискретный
спектр заведомо пуст. Вместе с тем известно [34],
что при , т.е. нулевом коэффициенте Пуас-
сона , у системы Ламе (1) в полупо-
лосе  с краевым условием Неймана (3) на всей
ее границе  существует собственная частота

, вкрапленная в непрерывный спектр. Вместе
с тем при увеличении  это собственное число
исчезает, превращаясь в точку комплексного ре-
зонанса (см. [30, 17]), однако при малом

 с некоторым  можно предска-
зать (результат не опубликован) существование

такого профиля  искривленного торца полупо-
лосы (54) или ее боковых сторон, что в непрерыв-
ном спектре сохраняется собственная частота

.

Стационарной ( ) задаче Неймана (1), (3)
в прямой полуполосе  удовлетворяют
три жестких смещения, поворот и трансляции,

(67)

а также полиномиальные поля
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(68)

отвечающие изгибающему моменту и силам, про-
дольной и перерезывающей. Согласно термино-
логии [28] наличие в списке (68) квадратичного и
кубического полиномов означает, что пороговый
( ) резонанс в обсуждаемой задаче – вырож-
денный. Подчеркнем, что в рассмотренных ранее
задачах резонансы на порогах (6) и (22) невырож-
денные, так как на пороговой частоте имеются
только решения (8) и (57) с не более чем линей-
ным ростом при . Изменение качества по-
рогового резонанса провоцирует еще один эф-
фект при вариации данных задачи.

Как уже упоминалось в разделе, посвященном
резонансам на пороге (6), околопороговая часто-
та (53) или (58) возникает при увеличении длины
трещины, и только в случае порогового резонан-
са, порожденного захваченной волной (52) при

, точка  может подняться в не-
прерывный спектр , причем для этого
требуется точная настройка профиля искривлен-
ного торца полуполосы (54).

Единственно возможное “сползание вниз”
собственной частоты с порога – общее свойство
невырожденных собственных пороговых резо-
нансов. По другому дело обстоит в случае вырож-
денного порога, а именно, в статье [32] реализо-
ван эффект “поднятия” собственной частоты с
нулевого порога, вырожденного в силу богатого
набора (67), (68) решений задачи (1), (3) в полупо-
лосе .

Поясним природу неожиданного феномена.
В случае невырожденного порога на околопоро-
говых частотах , т.е. при малом ,
решением одномерной модели (52) (уравнение
второго порядка) служат только осциллирующие

волны , из которых соорудить захвачен-
ную волну невозможно. Вместе с тем в модели
Кирхгофа список решений уравнения (66) чет-
вертого порядка с параметром 

содержит одно затухающее при  – имен-
но оно и служит зачинателем захваченной волны.
Поскольку в рассматриваемом случае собствен-
ная частота принадлежит непрерывному спектру

, для ее сохранения потребовалась
точная настройка параметров задачи, а именно, –
тщательно подобранные искривленный торец
полуполосы (54) и переменная плотность матери-
ала  на конечной ее части (подробности см.
в статье [32]). Многие вопросы спектрального
анализа вырожденных порогов остаются откры-
тыми.

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ
ВДОЛЬ ГРАНИЦЫ

На первый взгляд кажется, что заимствован-
ный из статьи [8] и восходящий к работе [9] прием
дифференцирования по переменной  указывает
на отсутствие захваченных волн в задаче (1)–(3)
при . Этот факт противоречил бы про-
веренной непустоте дискретного спектра .
Однако прежняя аргументация не годится из-за
корневой сингулярности производной  в вер-
шине трещины: неприемлемое соотношение (7)
превращается во вполне возможное (64). В случае

 благодаря перемене пози-
ций зон Неймана и Дирихле формула (64) снова
превращается в непозволительное равенство

(69)

Таким образом, при жесткой заделке торца по-
луполосы или его окрестности захваченных мод
нет на любой частоте. Наконец, для трещины

, удаленной ( )
от торца, появление собственных частот в дис-
кретном спектре действительно возможно, так
как в аналогичном (64) и (69) равенстве возника-
ют суммы квадратов модулей коэффициентов ин-

тенсивности в точках  и  с разными
знаками.

Дифференцирование по переменной  полез-
но и при исследовании задачи о пограничном
слое около вершины трещины. Эта задача (34)–
(36) в цельной полосе  с финитны-
ми правыми частями  и  имеет решение (37) в том
и только в том случае, если нет захваченных волн.
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Пусть  – такая волна, конечно же, не-
тривиальная. Выкладка (7) для вектор-функций

 и  в области  показы-

вает, что . Таким обра-
зом, коэффициенты интенсивности напряжений
у волны  равны нулю, и поэтому ее производная

 остается в классе Соболева  и становит-
ся захваченной волной. У нее опять-таки нулевые
коэффициенты интенсивности, т.е. в разложении
вектор-функции  около начала координат  от-
сутствуют и слагаемые порядка . По индук-
ции проверяем, что все члены (сходящегося) ряда
по степеням радиальной переменной (см. ком-
ментарии, предшествовавшие формуле (45)) ан-
нулируются, т.е.  в окрестности точки , что
невозможно в силу уже неоднократно упоминав-
шейся теоремы о единственности продолжения.
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