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Рассмотрена чувствительность амплитуды вертикальной компоненты смещений поверхностной 
акустической волны (ПАВ) на поверхности среды к изменению упругих параметров слоистого 
полупространства с плавным изменением его упругих параметров по горизонтали. Проанали-
зированы случаи перехода волны из однослойной системы в однослойную и из многослойной в 
многослойную на примере пятислойной системы при независимом изменении скоростей про-
дольных и поперечных волн в слоях. Показано, что свойства опорной среды влияют на результи-
рующие зависимости относительной амплитуды от частоты. Чувствительность амплитуды волны 
к локальному изменению параметров в многослойной системе существенно изменяется в зави-
симости от частоты. В случае постоянного коэффициента Пуассона продемонстрирован меха-
низм изменения амплитуды на поверхности на основе анализа профиля поверхностной волны.
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ВВЕДЕНИЕ
Поверхностные акустические волны (ПАВ) яв-

ляются важной частью сейсморазведочной прак-
тики [1–7]. В качестве исходной информации 
используются скоростные [1, 2] или амплитуд-
ные [3, 4] характеристики, также существуют под-
ходы с комбинированным анализом [7]. Методы, 
основанные на анализе скорости (дисперсионные 
методы) активно и успешно используются, в част-
ности, из-за хорошо разработанной теоретической 
основы [8–10], которая позволяет реализовать ин-
версию данных и получать количественную ин-
формацию о структуре недр. Амплитудные методы 
в настоящее время не имеют подобной процедуры 
и дают лишь качественную информацию [11]. Од-
нако существуют работы, посвященные моделиро-
ванию амплитудных характеристик поверхностных 
волн [12, 13], в которых, в частности, исследуется 
интерпретация H/V метода на основе анализа эл-
липтичности поверхностных волн. 

Одним из активно используемых методов по-
верхностно-волнового изучения геофизических 

сред является метод микросейсмического зонди-
рования (ММЗ) [3, 14], который пока не имеет 
достаточного теоретического обоснования, и, как 
следствие, неясным остается вопрос о физической 
величине, к которой чувствителен этот метод, хотя 
эта задача является очень важной, поскольку на-
прямую влияет на интерпретацию результатов, по-
лученных этим методом. Считается, что роль такой 
величины играет скорость распространения попе-
речных волн, однако, как показано в настоящей 
статье, в общем случае это не так. 

Существует качественное описание метода ми-
кросейсмического зондирования [15], а также ре-
зультаты численного моделирования частных слу-
чаев [14], однако аналитического описания пока 
нет. Основа ММЗ заключается в изменении ам-
плитуды поверхностной волны на поверхности 
над аномальными включениями. Физика такого 
процесса сложна и включает в себя не только пе-
рераспределение энергии, но и обменные процес-
сы [16–18], поэтому построить полное аналитиче-
ское описание такой системы не представляется 
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возможным. Однако, если предположить, что ос-
новной вклад в изменение амплитуды вносит эф-
фект перераспределения энергии [15], т.е. рассма-
тривать случай малого рассеяния волны и плавного 
изменения амплитуды, то для такой системы мож-
но построить математическую модель и получить 
аналитическое решение.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Геометрия задачи та же, что и в работе [19]. Рас-

сматривается двумерный случай (рис. 1), свободная 
граница расположена при z = 0, ось z направлена 
вниз. Слоистое упругое полупространство зани-
мает область z ≥ 0. Сверху при −∞ < <z 0 находится 
вакуум. Вдоль свободной границы в положитель-
ном направлении оси x распространятся плоская 
поверхностная волна. Рассматриваемую геометрию 
разделим на три области: R — опорная среда, I — 
исследуемая среда, T — область перехода. Волна из 
области R переходит в область I посредством об-
ласти T, в которой происходит плавное изменение 
параметров среды. Плавность здесь определяется 
малостью градиента упругих параметров по гори-

зонтали в каждом слое: 
∂
∂

=
∂
∂

= ∂
∂

→
c

x

c

x x
t l r

0 . В пред-

ставленном аналитическом подходе эти градиенты 
стремятся к 0, поскольку считается, что области 
перехода T имеют бесконечную ширину. Опреде-
ление количественной оценки градиентов, при 
которых допустимо использовать представленный 
подход, представляет собой отдельную задачу и бу-
дет выполнено в будущих работах. Волновое поле 
в областях R и I рассчитывалось независимо друг 
от друга. Связь между рассчитанными полями уста-
навливалась, исходя из предположения, что поток 
энергии через полубесконечное сечение сохраня-
ется. В данной работе рассматривается пятислой-
ная среда (N = 5) с нормальной дисперсией. Выбор  
системы из пяти слоев обусловлен следующим  
соображением: в слоистой среде есть три типа слоев:  
верхний, нижний и промежуточные. Если влияние 
верхнего и нижнего слоя на поверхностные волны 
очевидным образом отличаются, то отличие влия-
ния различных промежуточных слоев уже не столь 

явно. Для того чтобы продемонстрировать общий 
характер влияния промежуточных слоев, была вы-
брана система, в которую добавлялся один слой 
между верхним и “промежуточным” и еще один 
слой между нижним и “промежуточным”.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Используемая математическая модель подробно 

описана в работе [19], однако кратко напомним ее 
основные моменты. Как и прежде, вначале необхо-
димо рассмотреть распространение ПАВ в плоско 
слоистой системе.

Поле в каждом из однородных слоев описывает-
ся уравнением Ламэ, записанным для смещений в 
отсутствие источника [20, 21]:

	 r m l m∂
∂

= + +
2

2

u
u u

t
∆ ( )grad div .	  (1)

Смещение u элемента упругой среды выража-
ется через скалярный ϕ и векторный Ψ потенциа-
лы. При этом для двумерной задачи Ψ = (0, ψ, 0), 
а смещения по осям x и z имеют вид: 
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Подставляя выражения (2) в (1) и применяя по
очередно операции дивергенции и ротора, полу-
чим волновые уравнения для потенциалов:
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Учитывая то, что рассматриваются плоские волны 
с гармонической зависимостью от времени, можно 
получить решения для потенциалов. 

Для слоев решения представляются в следую-
щем виде:
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где q k ki lj= −2 2 , s k ki tj= −2 2 , j — номер слоя; 
k c= w , c – фазовая скорость ПАВ. Верхний индекс 
у амплитудных множителей соответствует ампли-
тудам волн, распространяющихся в положитель-
ном и отрицательном направлении вдоль верти-
кальной оси.

В полупространстве (при z zN> ) решения име-
ют следующий вид:

	 ϕ ψw w= =− − −( ) − − −( )A e e B e eN
q z i t kx

N
s z i t kxN N, .	 (4)

Здесь q k kN lN= −2 2 , s k kN tN= −2 2 .
Далее, используя граничные условия, опреде-

ляется скорость ПАВ и связь между амплитудами 
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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потенциалов. На свободной границе должно вы-
полнятся условие равенства нулю нормальных и 
касательных напряжений: 

T Tzz z xz z= =
= =

0 0
0 0, .

На границе j-го и (j+1)-го слоя должно выполнять-
ся условие равенства нормальных и касательных 
смещений и напряжений:
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При рассмотрении перехода ПАВ из одной вер-
тикально слоистой среды в другую в качестве ин-
варианта использовалась величина потока энергии 
через вертикальное сечение [9], который выража-
ется следующими образом: 

	

P c z U U dz

c U U dz

g x z

g j xj zj
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= + =
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где cg — групповая скорость ПАВ, U x, U z  — ампли-
туды горизонтальной и вертикальной компоненты 
смещений. Подробный вывод этого выражения 
представлен в [9] и [19].

Если теперь рассмотреть две слоистые среды, то 
при подстановке выражений для компонент сме-
щений как для первой, так и для второй среды по-
ток энергии будет пропорционален квадрату неко-
торой нормировочной амплитуды, т.е. 

P c c c c FCl t l t1 1
2

1( , , , ) ( , , , )w r w r= , 
P c c c c FCl t l t2 2

2
2( , , , ) ( , , , )w r w r= ,

F1 2,  — нормировочные амплитуды. Приравнивая по-
ток энергии для обеих сред P c c P c cl t l t1 2( , , , ) ( , , , )w r w r= ,  
получаем выражение для относительного измене-
ния нормировочной амплитуды:

F

F

C

C

c c

c c
l t

l t

2

1

1

2

=
( , , , )

( , , , )

w r
w r

.

При подстановке получившегося отношения 
в выражения для компонент смещений (2) и по-
лагая z = 0, можно получить значения искомо-
го изменения амплитуд компонент смещений на 

поверхности. В данной работе рассматривается 
изменение вертикальной компоненты W U Uz z=

0
.  

Нижний индекс 0 обозначает амплитуду ПАВ в 
опорной среде, без индекса — в исследуемой.

ОДНОСЛОЙНАЯ МОДЕЛЬ 
(ДЕМОНСТРАЦИЯ АНАЛИЗА)

Для демонстрации последующих рассуждений 
начнем с наиболее простой модели — переход из 
однослойной системы в однослойную, т.е. транс-
формации волны Рэлея. Параметры рассматрива-
емых сред для однослойной системы представлены 
в табл. 1. Выбранные упругие параметры соответ-
ствуют характерным для земной коры значениям, 
согласно модели PREM [22].

На рис. 2 представлена рассчитанная зависи-
мость Wc относительной амплитуды вертикаль-
ной компоненты смещений на поверхности от 
коэффициента изменения скоростей продольных 
и поперечных волн (при этом коэффициент Пу-
ассона изменялся в пределах от 0.15 до 0.35 [23], 
который характерен для геологических сред). 
Данную поверхность можно аппроксимировать 
плоскостью Wa , уравнение которой имеет вид: 
W K Ka c cl t

= − −2 08 0 8 0 25. . .  (рис. 2). Здесь Kcl
, Kct

 —  

Таблица 1. Параметры опорной и исследуемой среды.

Модель
Скорость 

продольных 
волн, cl, м/с

Скорость 
поперечных 
волн, ct, м/с

Плотность, 
ρ, кг/м3

Опорная 6181 3467 2714
Исследуемая 6181 Kcl 

3467 Kct 
2714

0.8

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

0.9

0.9
1.0

1.0
1.1

1.2

1.1
1.1

W

Wc

Wa

Kcl

Kct

Рис. 2. Зависимость относительной амплитуды вертикаль-
ной компоненты смещений W = Uz / Uz0

 от коэффициентов 
изменения скорости продольных и поперечных волн; Wc — 
рассчитанная функция, Wa — функция плоскости, аппрок-
симирующей Wc.
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коэффициенты изменения скорости продольных 
и поперечных волн соответственно, т.е. величины, 
отражающие отношение параметров в исследуемой 
и опорной среде. Выполним замену переменных 
ξ = − −0 8 0 25. .K Kc cl t

, ортогональная ξ функция име-
ет вид η = −0 25 0 8. .K Kc cl t

. Переменные ξ, η образу-
ют новую систему координат, в которой исходная 
функция Wa изменяется только вдоль оси ξ:

	 Wa = +2 08. ξ.	 (6)
Теперь введем интегральную невязку, т.е. вели-

чину, характеризующую относительную ошибку 
при аппроксимации исходной функции, следую-
щим образом: 

δ =
−



∫∫

W W

W
dK dKc a

cK

K

K

K

c c

ct

cl

ct

ct

l t

2

2

1

2

, 

где Kct1
, Kct2

, Kcl1
, Kcl2

 — пределы изменения скорости 
поперечных и продольных волн, соответственно.

Далее усложним аппроксимирующую функ-
цию (6), путем добавления членов более высокого 
порядка, т.е.

W a b da = + + + +2 08 2 3 4. ξ ξ ξ ξ .

Это позволяет, во-первых, оставить зависимость 
от одной переменной и, во-вторых, улучшить точ-
ность аппроксимации. Перебирая значения коэф-
фициентов a, b и d, можно добиться уменьшения 
невязки и получения лучшего соответствия ап-
проксимации и исходной функции (табл. 2):

Из табл. 2 можно сделать вывод о том, что более 
высокие порядки аппроксимации незначительно 
влияют на интегральную невязку. Поэтому в даль-
нейшем остановимся на линейной аппроксимации.

Поскольку в выражении Wa  перед Kcl
 стоит 

больший коэффициент, то наибольший вклад в 
изменение амплитуды на поверхности для однос-
лойной системы вносит изменение скорости про-
дольных волн, хотя известно, что скорость волны 
Рэлея преимущественно определяется скоростью 
поперечных волн [9]. Из этого следует, что пове-
дение амплитуды при изменении упругих параме-
тров среды носит принципиально иной характер, 

поэтому связать изменение амплитуды ПАВ с изме-
нением лишь скорости поперечных волн нельзя. Для 
однослойной системы свойства волны не зависят от 
частоты. В случае же многослойной среды возникает 
дисперсия, поэтому необходимо рассмотреть вопрос 
о чувствительности волн разных частот к локально-
му изменению упругих параметров системы.

ДОМИНАНТНАЯ ДЛИНА ВОЛНЫ
Глубина локализации поверхностной волны 

определяется волновыми числами, зависящими от 
свойств среды. Благодаря этому можно осущест-
влять зондирование различных горизонтов, ис-
пользуя разные длины волн. При переходе из од-
ной слоистой системы в другую волны разных длин 
будут по-разному реагировать на изменение упру-
гих свойств среды. В частности, зависимость отно-
сительной амплитуды вертикальной компоненты 
смещений ПАВ на поверхности от частоты будет 
иметь экстремум (рис. 4), указывающий на волну с 
наибольшей чувствительностью, которая на прак-
тике представляет наибольший интерес. В ММЗ 
эту длину волны называют “эффективной”  [14] 
или доминантной [13] и связывают с коэффици-
ентом глубинной привязки, важным для построе-
ния профиля исследуемой среды. Значения этого 
коэффициента эмпирически [3], а впоследствии и 
численно [14], было оценены как 0.4–0.5. Однако 
в силу ресурсоемкости численного моделирова-
ния, не представлялось возможным рассмотреть 
большое количество моделей и влияния их пара-
метров на значение этого коэффициента. Рассма-
триваемая модель плавного перехода [19] хотя и не 
учитывает возникающие обменные процессы, 
характерные для реальных ситуаций (поскольку 
подразумевает настолько медленно изменяющие-
ся по горизонтали параметры среды, что подобных 
эффектов не возникает), позволяет, во-первых, 
описать основной эффект, а именно, изменение 
амплитуды на поверхности над аномалиями ско-
рости и, во-вторых, делать это аналитически, что 
позволяет рассматривать широкий круг различных 
моделей.

Поэтому для расширения представлений о зави-
симости коэффициента глубинной привязки или 
доминантной длины волны от параметров моде-
ли рассмотрим многослойную систему на примере 
перехода из пятислойной системы в пятислойную 
(табл. 3) при изменении параметров в каждом из 
слоев. Отметим, что диапазоны изменения выбра-
ны так, чтобы система оставалась в рамках нор-
мальной дисперсии, поскольку в настоящее время 
аналитический расчет амплитуды ПАВ при ис-
пользовании упомянутого подхода возможен толь-
ко для сред с нормальной дисперсией, что согла-
суется с большинством реальных в геофизической 
практике случаев.

Таблица 2. Зависимость интегральной ошибки от вида 
аппроксимирующей функции.

Аппроксимирующая функция δ, %
Wa = 2.08+ξ 0.176
Wa = 2.08+ξ–0.003ξ2 0.174
Wa = 2.08+ξ–0.09ξ2+0.08ξ3 0.147
Wa = 2.08+ξ+0.02ξ2–0.11ξ3+0.08ξ4 0.136
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Поскольку разрешающая способность поверх-
ностных волн напрямую связана с длиной волны, в 
выбранной модели мощности слоев увеличиваются 
с глубиной, причем обратно пропорционально ча-
стоте в соответствии с законом H c fR= , cR  — ско-
рость волны Рэлея для материала верхнего слоя. Бу-
дет рассмотрено две системы: со слабым контрастом 
между слоями (со следующими значениями коэф-
фициентов опорной среды: K Kc cl t

( , ) ( , )0 1 0 1 1= = , K Kc cl t

( , ) ( , ) . ,0 2 0 2 1 02= = 

K Kc cl t

( , ) ( , ) . ,0 2 0 2 1 02= =  K Kc cl t

( , ) ( , ) . ,0 3 0 3 1 04= =  K Kc cl t

( , ) ( , ) .0 4 0 4 1 06= =  

K Kc cl t

( , ) ( , ) .0 4 0 4 1 06= = , K Kc cl t

( , ) ( , ) .0 5 0 5 1 08= = ) и сильным (для кото-

рого K Kc cl t

( , ) ( , )0 1 0 1 1= = , K Kc cl t

( , ) ( , ) .0 2 0 2 1 1= = , K Kc cl t

( , ) ( , ) . ,0 3 0 3 1 2= = 

K Kc cl t

( , ) ( , ) . ,0 3 0 3 1 2= =   K Kc cl t

( , ) ( , ) . ,0 4 0 4 1 3= =    K Kc cl t

( , ) ( , ) .0 5 0 5 1 4= = ). 

На данном этапе будем изменять параметры иссле-
дуемой среды совместно, т.е. K K Kc

j
c

j
c

j
l t

( , ) ( , ) ( , )1 1 1= = ; 

K i j
r
( , ) =1, H i( , ) .1 6 4= , H i( , )2 8= , H i( , ) .3 10 5= , H i( , )4 16= ,  

H i( , )5 = ∞;  j = 1–5. Далее для краткости индекс i, 
отвечающий за номер зоны, опущен. 

Наибольший интерес представляет не абсо-
лютное значение доминантной длины волны, а ее 
связь с геометрическими параметрами модели. Эту 

связь выразим как h Kd= l0, где l0 — значение до-
минантной длины волны, h — координата середи-
ны зондируемого слоя, Kd  — коэффициент глубин-
ной привязки. 

Отметим, что выколотые точки на рис. 3 соот-
ветствуют случаям, когда базовая и исследуемая 
среда тождественны друг другу и изменения ам-
плитуды не происходит. В целом, рис. 3 и табл. 4 
демонстрирует, что длина доминантной волны 
связана с глубиной залегания первых четырех сло-
ев (случай пятого слоя будет рассмотрен далее), 
как для сильно-, так и слабоконтрастной модели 
посредством коэффициента, значение которого 
лежит в пределах от 0.23 до 0.3, при этом он уве-
личивается с увеличением контраста, что в целом 
согласуется с ММЗ, хотя и значение коэффициен-
та глубинной привязки меньше, чем эмпирически 
оцененное ранее, что связано с особенностями 
геометрии модели, поскольку, как было показа-
но [19], для других постановок он может достигать 
значения 0.4. Отметим также, что при более силь-
ном контрасте диапазон изменения доминантной 
длины ожидаемо увеличивается. Таким образом, 
доминантная частота и соответствующая длина 

Таблица 3. Параметры опорной (i = 0) и исследуемой 
(i = 1) среды; i — номер среды, j — номер слоя.

Скорость 
продольных 
волн, cl, м/с

Скорость 
поперечных 
волн, ct, м/с

Плотность, 
ρ, кг/м3

Мощность 
слоя, H, км

6181 Kc
i j

l

( , ) 3467 Kc
i j

t

( , ) 2714 K i j
r
( , )

H i j( , )

1.00.9

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

1.1 1.2 1.3 1.4

f 0, 
Гц

Kc
(j)

1.00.9

40

20

60

80

100

120

140

1.1 1.2 1.3 1.4

λ 0
, к

м

Kc
(j)

(а) (б)

Рис. 3. Зависимость (а) — доминантной частоты и (б) — доминантной длины волны от коэффициента совместного изме-
нение скоростей упругих волн в первом (красная линия; j = 1), втором (оранжевая линия; j = 2), третьем (зеленая линия; 
j = 3), четвертом (синяя линия; j = 4) слое для высокого (пунктирная линия) и низкого (сплошная линия) контраста между 
слоями.

Таблица 4. Зависимость коэффициента глубинной 
привязки от номера зондируемого слоя.

Слабый контраст Сильный контраст

Номер слоя Kd Номер слоя Kd

1 0.26–0.28 1 0.23–0.27
2 0.3–0.31 2 0.26–0.29
3 0.29–0.3 3 0.24–0.27
4 0.29–0.31 4 0.23–0.34
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волны зависят как от упругих свойств системы, так 
и от ее геометрических параметров, указывая на то, 
что точность определения залегания неоднородно-
сти зависит от ее упругих свойств. 

Теперь рассмотрим вопрос о влиянии фоновой 
(опорной) среды на зависимость амплитуды на по-
верхности от частоты. Для этого как для сильно-, 
так и слабоконтрастной фоновой модели в каче-
стве возмущения увеличим параметры третьего 
слоя Kcl

( , )1 3  и Kct

( , )1 3  в 1.02 раза. В таком случае отно-
сительный контраст между опорной и исследуемой 
средой как для первого, так и для второго вида фо-
новой среды будет одинаковым. Иными словами, 
для обоих случаев опорная и исследуемая среда от-
личаются лишь одинаковым образом увеличенным 
значением упругих параметров в третьем слое.

Из рис. 4 следует, что, хотя и контраст между 
опорной и исследуемой средой сохранился, вид 
частотных зависимостей является зависимым от 
свойств фоновой модели, т.е. амплитуда на поверх-
ности является не функций контраста между опор-
ной и исследуемой средой, а зависит непосред-
ственно от значений упругих параметров. Иными 
словами, в общем случае отклик на поверхности 
нельзя рассматривать как функцию отношения 
упругих параметров в исследуемой и опорной среде 
W K Kc cl t

,( ), а следует рассматривать как функцию 
этих параметров отдельно W c c c cl t l t0 0

, , ,( ).
ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ АМПЛИТУДЫ 
НА ПОВЕРХНОСТИ К ИЗМЕНЕНИЮ 

ПАРАМЕТРОВ МНОГОСЛОЙНОЙ СИСТЕМЫ
Теперь перейдем к рассмотрению чувствитель-

ности амплитуды к изменению упругих параметров 
отдельных слоев. Для краткости далее индекс j, от-
вечающий за номер слоя, опущен. Зафиксировав 
частоту и изменяя Kcl

и Kct
, как было показано на 

примере однослойной системы, можно построить 
соответствующие аппроксимирующие плоскости, 
отражающие относительный вклад этих коэффи-
циентов в изменение амплитуды. Для каждой ча-
стоты уравнение аппроксимирующей плоскости 
будет отличаться, но общая структура останется 
неизменной: W Wa = +0 ξ (ξ = +С СK Kc cl t1 2 ). Значе-
ния коэффициентов С1 и С2, с одной стороны, от-
ражают относительный вклад изменения скоро-
стей продольных и поперечных волн в изменение 
амплитуды, а с другой, величину этого изменения. 
Для большей наглядности введем величины α и β, 
которые задают ориентацию аппроксимирующей 
плоскости. α является углом между исходной си-
стемой координат K Kc cl t

,{ } и новой ξ η,{ } и отра-
жает относительный вклад скоростей продольных 
и поперечных волн в изменение амплитуды, и вы-
ражается следующим образом:

α
ξ

ξ
=

∂ ∂

∂ ∂









 =







arctg arctg
K

K

C

C

c

c

t

l

2

1
. 

В областях, превышающих по модулю значение 
p / 4, преобладает вклад Kct

, в противоположном 
случае — Kcl

. При положительном значении угла 
вклад обоих скоростей имеет одинаковый знак, а 
при отрицательном — различный. 

Угол β является углом между горизонтальной 
плоскостью и плоскостью Wa и демонстрирует ве-
личину изменения амплитуды, и выражается как:

β =
+ ∂ ∂( ) + ∂ ∂( )

















arccos
1

1
2 2

W K W Ka c a cl t

или

β =
+ +













+ ≥

−
+ +











arccos , ,

arccos

1

1
0

1

1

1
2

2
2 1 2

1
2

2
2

C C
C C

C C
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

+ <















, .C C1 2 0

При положительном значении β амплитуда уве-
личивается при увеличении Kcl

 и Kct
, а при отрица-

тельном — уменьшается.
Рассмотрим зависимости α и β, а также ко-

эффициентов аппроксимации C1 и C2 от частоты 
(рис. 5). Рис. 5 демонстрирует, что в зависимости 
от частоты наблюдается довольно сложная картина 
относительных вкладов скоростей упругих волн в 
изменение амплитуды. На разных частотах может 
доминировать как вклад Kcl

, так и вклад Kct
, при 

этом случаи второго, третьего и четвертого слоя 
схожи между собой и отличаются от случая пер-
вого и пятого слоя, что будет обсуждаться далее. 
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Рис. 4. Зависимость относительной амплитуды вертикаль-
ной компоненты смещений на поверхности от частоты для 
слабоконтрастной (сплошная линия) и сильноконтрастной 
(пунктирная линия) фоновой среды.



444	 ЖОСТКОВ, 
ЖАРКОВ

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 71 № 3 2025

(а)

(б)

(в)

(г)

(д)

–1.0
–0.8
–0.6
–0.4
–0.2

0.0
0.2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

C
1, 

C
2

f, Гц

–0.5

0.0

1.0

0.5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

α
, β f, Гц

–0.5

0.0

0.5

0.1 0.2 0.3 0.4

C
1, 

C
2

f, Гц –0.5
0.0

–1.5
–1.0

1.0
1.5

0.5

0.1 0.2 0.3 0.4α
, β f, Гц

–0.4

–0.2

–0.6

0.0

0.4

0.2

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

C
1, 

C
2

f, Гц –0.5
0.0

–1.5
–1.0

1.0
1.5

0.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25α
, β

f, Гц

–0.4

–0.2

–0.6

0.0

0.4

0.2

0.05 0.10 0.15 0.20

C
1, 

C
2

f, Гц –0.5
0.0

–1.5
–1.0

1.0
1.5

0.5

0.05 0.10 0.15 0.20α
, β

f, Гц

–0.4
–0.2

–0.8

0.0

0.4
0.6

–0.6

0.2

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

C
1, 

C
2

f, Гц –0.5
0.0

–1.5
–1.0

1.0
1.5

0.5

0.040.02 0.06 0.08 0.10

π/4

–π/4

α
, β

f, Гц

π/4

–π/4

π/4

–π/4

π/4

–π/4

π/4

–π/4

Рис. 5. Слева зависимость коэффициентов аппроксимации C2 при Kct
 (черная линия) и C1 при Kcl (серая линия), справа 

зависимость угла α (красная линия) и угла β (синяя линия) при изменении параметров (а) — первого, (б) — второго, (в) — 
третьего, (г) — четвертого, (д) — пятого слоя от частоты; синяя горизонтальная штриховая линия — значение ±π/4; серая 
вертикальная штриховая линия — обозначение доминантных частот.
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Из этого также следует, что трехслойную систему 
можно считать универсальной и использовать эту 
модель для исследования основных закономерно-
стей в многослойных системах. Однако общая тен-
денция такова, что на низких частотах в основном 
преобладает вклад Kcl

, а на высоких Kct
, исключе-

ние же составляет только случай первого слоя, что 
понятно, поскольку на высоких частотах система 
становится эквивалентна однородному полупро-
странству. Также можно заметить, что у угла β на-
блюдаются экстремумы, указывающие на наиболее 
сильное изменение амплитуды и на соответствую-
щие доминантные частоты (табл. 5). Отметим, что 
эти частоты являются некоторыми характерными 
величинами, поскольку следуют из зависимости 
угла наклона плоскости, а не строгой зависимо-
сти амплитуды на поверхности от частоты как на 
рис. 3 и рис 4. Однако можно заметить, что по зна-
чению они довольно близки с таковыми на рис. 3, 
что указывает на корректность такого описания. 
Для первого и пятого слоя наблюдается только 
один экстремум, в то время как для промежуточ-
ных слоев — два. Далее будет рассмотрена причина 
такого поведения. Кроме того, отметим, что рисун-
ки справа имеют разрывы. У угла α он связан с тем, 
что ∂ ∂ =ξ Kcl

0 для этой частоты, а область разрыва 
для угла β, в свою очередь, означает, что функция 
не принимает значение равное нулю (а лишь при-
ближается к нему), поскольку такая ситуация воз-
можна, когда и ∂ ∂ =W Ka cl

0, и ∂ ∂ =W Ka ct
0, но для 

рассматриваемых случаев этого не возникает, что 

демонстрируют рисунки слева. Иными словами, в 
этой области угол β испытывает скачок, связанный 
со сменой тенденции изменения амплитуды.

Аналогичные построения можно привести при 
изменении не только скоростей упругих волн, но 
также и плотности. В таком случае аппроксимиру-
ющая плоскость будет функцией трех переменных 
вида: W Wa = +0 ξ  (ξ r= + +С С СK K Kc cl t1 2 3 ). Здесь 
коэффициент С3 характеризует чувствительность 
волны к изменению плотности. Зависимости ко-
эффициентов С1, С2 и С3 от частоты представлены 
на рис. 6.

Из рис. 6 следует, что вклад изменения плотно-
сти в изменение амплитуды является сопоставимым 
по величине с вкладом скоростей упругих волн. От-
сюда следует, что при наиболее точной интерпрета-
ции, вклад этой величины также нельзя игнориро-
вать. Кроме того, известно [9], что чувствительность 
скорости ПАВ к плотности существенно ниже, чем 
к скоростям упругих волн, в то время как чувстви-
тельность амплитуды к этой величине оказывается 
сопоставимой со скоростями, что открывает допол-
нительные возможности для амплитудных методов 
по сравнению со скоростными [27]. 

Отдельный интерес представляет частный слу-
чай фиксированного коэффициента Пуассона, 
поскольку в ранее проведенных исследованиях, 
основанных на численном моделировании [14], 
основное внимание было уделено именно этому 
случаю. Такой переход можно осуществить путем 
совместного изменения Kcl

 и Kct
. При этом функ-

ция W Wa = +0 ξ (ξ = +С СK Kc cl t1 2 ) станет зависимой 
только от одной переменной: W W СKa ct

= +0 . Для 
единообразия будем описывать зависимость этой 
функции от частоты через изменение угла между 
прямой Wa  и осью Kct

, который выражается как 

β =
∂
∂









arctg

W

K
a

cl

. Для сравнения ситуаций незави-

симого и совместного изменения Kcl
 и Kct

 необхо-
димо рассмотреть зависимости этой величины от 
частоты (рис. 7).

Можно заметить, что зависимости на рис. 7 и 5 
ожидаемо схожи, поскольку общий механизм 

Таблица 5. Доминантные частоты при изменении па-
раметров отдельных слоев.

Номер слоя
Характерная доминантная 

частота, Гц
Низкая Высокая

1 0.245 –
2 0.1 0.29
3 0.055 0.145
4 0.035 0.085
5 – 0.05
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Рис. 6. Зависимость коэффициентов аппроксимации C3 при Kρ (черная штриховая линия), C2 при Kct
 (черная сплошная 

линия) и C1 при Kcl
 (серая линия) от частоты.
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остается прежним. Как и прежде, на определен-
ной частоте амплитуда уменьшается с увеличени-
ем скоростей упругих волн в аномалии, хотя и на-
блюдаются случаи с противоположной тенденцией. 
Однако важно понимать, что при ограничении на 
фиксированное значение коэффициента Пуассона 
не представляется возможным определить, какой 

из упругих параметров вносит определяющий 
вклад, хотя это напрямую влияет на интерпрета-
цию результатов. Выколотые точки соответствуют 
той же ситуации разрыва для угла β, что и на рис. 5.

Для описания причины изменения амплитуды 
на поверхности рассмотрим поведение вертикаль-
ных профилей поверхностной волны на доминант-
ных частотах для верхнего, среднего и нижнего 
слоя (полупространства) при изменении их упру-
гих параметров (рис. 8). Рассматриваются только 
три слоя, исходя из выявленного подобия пове-
дения амплитуды на поверхности при изменении 
свойств промежуточных слоев. 

Поясним на примере третьего слоя, что, исходя из 
табл. 3, для серой линии Kc

( ) .3 1 1= , т.е. cl = 6799 1.  м/с,  
ct = 3813 7.  м/с; для цветной Kc

( ) .3 1 2= , т.е. cl = 7417 2.  м/с,  
ct = 4160 4.  м/с; для черной Kc

( ) .3 1 3= , т.е. cl = 8035 3.  м/с,  
ct = 4507 1.  м/с. Для остальных слоев аналогично.

Рис. 8 демонстрирует, что изменение амплиту-
ды на поверхности связано с перераспределени-
ем энергии в профиле волны. При зондировании 
верхнего и среднего слоя при, скажем, увеличении 
скоростей упругих волн в них амплитуда ниже этих 
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Рис. 7. Зависимость угла β между прямой Wa и осью Kct
 от 

частоты при изменении параметров первого (красная ли-
ния), третьего (зеленая линия) и пятого (фиолетовая ли-
ния) слоя; серая штриховая линия — обозначение доми-
нантных частот.
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Рис. 8. Профили вертикальной (сплошная линия) и горизонтальной (штриховая линия) компонент смещений на доми-
нантных частотах для (а) — первого (f = 0.245 Гц), (б) — третьего на высокой доминантной частоте (f = 0.145 Гц), (в) — 
третьего на низкой доминантной частоте (f = 0.055 Гц) и (г) — пятого (f = 0.05 Гц) слоя; цветная линия — опорная среда, 
черная — возмущенная среда при увеличении на 10% скоростей упругих волн в зондируемом слое, серая — возмущенная 
среда при уменьшении на 10% скоростей упругих волн в зондируемом слое; синий пунктир — границы слоев.
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слоев локально увеличивается, а на поверхности — 
уменьшается. Для нижнего слоя ситуация иная: 
при увеличении скоростей упругих волн амплиту-
да в нем уменьшается, а на поверхности, соответ-
ственно, увеличивается.

Напомним, что для верхнего и нижнего слоя на-
блюдается лишь одна доминантная частота, а для 
промежуточных — две, причем изменение ампли-
туды на этих частотах противоположное. Проил-
люстрировать причину такого поведения можно 
из следующих соображений: для верхнего и ниж-
него слоя, как следует из рис. 8, изменение пара-
метров зондируемого слоя приводит к изменению 
амплитуды на глубине и к соответствующему из-
менению амплитуды на поверхности. Для среднего 
слоя для более длинной зондирующей волны ситу-
ация аналогичная случаю первого слоя, а для бо-
лее короткой волны, которая воспринимает третий 
слоя эффективно как полупространство, ситуация 
аналогична случаю пятого слоя. Таким образом, 
доминантные частоты при изменении параметров 
верхнего и нижнего слоя представляют собой пре-
дельные случаи доминантных частот промежуточ-
ных слоев при стремлении упругих свойств проме-
жуточного слоя к свойствам верхнего и нижнего 
слоя соответственно. Этим и объясняется наличие 
двух доминантных длин волн.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе модели плавного перехода проанали-

зирована чувствительность амплитуды поверхност-
ной волны к изменению скоростей продольных и 
поперечных волн, а также плотности в многослой-
ной системе и получены следующие результаты:

1.	На примере однослойной системы продемон-
стрирован подход к анализу чувствительности ам-
плитуды на поверхности к изменению скоростей 
упругих волн в среде.

2.	Значение доминантной длины волны для 
многослойной системы существенно изменяется в 
зависимости от упругих параметров, что напрямую 
влияет на точность определения глубины залегания 
неоднородности по этой величине.

3.	Хотя ММЗ не чувствителен к слоистой струк-
туре фоновой среды, ее свойства влияют на резуль-
тирующие зависимости относительной амплитуды 
на поверхности от частоты. 

4.	На доминантной частоте, принятой в ММЗ, 
наибольший вклад в изменение амплитуды вносит 
изменение скорости поперечных волн, в то время 
как на некоторых других частотах вклад скорости 
продольных волн и плотности нельзя игнорировать. 

5.	Наличие второй доминантной частоты, на ко-
торой наблюдается обратный относительно ММЗ 
эффект, важно учитывать при интерпретации ре-
зультатов для исключения выявления ложных 
аномалий.

6.	В случае постоянного коэффициента Пуас-
сона продемонстрирован механизм изменения ам-
плитуды на поверхности на основе анализа профи-
ля поверхностной волны. 

Исходя из полученных результатов, можно за-
ключить, что интерпретация данных ММЗ на ос-
нове коэффициента глубинной привязки и огра-
ничение на постоянное значение коэффициента 
Пуассона может существенно влиять на итоговые 
результаты [24–26], поэтому для большей кор-
ректности и повышения точности обработки дан-
ных необходима процедура инверсии. Это допол-
нительно обуславливает факт зависимости относи-
тельной амплитуды от вида фоновой среды.

Работа выполнена в рамках Государственного 
задания ИФЗ РАН.
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Sensitivity of the amplitude of a rayleigh type wave on a surface to changes  
in the parameters of an inhomogeneous medium

R. A. Zhostkova,*, D. A. Zharkova,**
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The sensitivity of the amplitude on the surface of a surface acoustic wave (SAW) to a change in the 
elastic parameters of a layered half-space with a smooth change in its elastic parameters horizontally is 
considered. The cases of wave transition from a single-layer system to a single-layer system and from 
a multilayer to a multilayer system are analyzed using the example of a five-layer system with an inde-
pendent change in the velocities of longitudinal and transverse waves in the layers. It is shown that the 
properties of the reference medium affect the resulting dependences of the relative amplitude on the 
frequency. The sensitivity of the wave amplitude to local changes in parameters in a multilayer system 
varies significantly depending on the frequency. In the case of a constant Poisson's ratio, the mechanism 
of amplitude variation on the surface is demonstrated based on the analysis of the surface wave profile.

Keywords: surface acoustic wave, Rayleigh wave, layered medium, mathematical modeling, MSM, dom-
inant wavelength
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