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Анализируется появление собственных и вырожденных конусов Дирака, возникающих при рас-
пространении волн Лэмба в изотропном функционально-градиентном слое, удовлетворяющем
условию Вихерта. Обнаружено, что конусы Дирака появляются в слое с асимметричным относи-
тельно срединной поверхности распределением физических свойств и при любом коэффициенте
Пуассона. Исследование осуществляется на основе формализма Коши и метода экспоненциаль-
ных фундаментальных матриц.
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ВВЕДЕНИЕ
Миндлин [1] обнаружил, что в свободном

от напряжений, однородном, изотропном и
линейно-упругом слое при некоторых специ-
фических значениях коэффициента Пуассона ν
распространяющиеся волны Лэмба могут прояв-
лять следующие свойства:

1. Две высокочастотные симметричные или ан-
тисимметричные моды Лэмба могут совпадать
при фазовой скорости c, стремящейся к беско-
нечности;

2. Угол между этими модами, рассматриваемый
как функция фазовой медленности s = c−1 или
волнового числа k = ωs, при s → 0 или k → 0, не
исчезает (см. рис. 1a). Аналогичное явление об-
наружено и для горизонтально поляризованной
SH-волны [2].

Явление, характеризуемое свойствами 1 и 2,
известно как конус Дирака в слое без фононной
структуры [2]. В рассматриваемом контексте ко-
нус Дирака представляет собой пересечение дис-
персионных мод при фазовой медленности, стре-
мящейся к нулю s → 0. Последнее означает
совпадение резонансных частот двух (или более)
волновых мод при продольно-поперечном резо-
нансе (рис. 1a).

Надо отметить, что в общем случае при про-
извольном коэффициенте Пуассона конус Дира-

ка не возникает [3], а все высокочастотные сим-
метричные (Sk) и антисимметричные (Ak) моды
волн Лэмба стремятся к вертикальной оси фа-
зовой медленности с нулевым наклоном s = 0
(см. рис. 1б). Дисперсионные соотношения Ре-
лея–Лэмба для волн Лэмба в однородном изо-
тропном слое имеют следующий вид [1]:

th
(︀
γ2h
)︀

th
(︀
γ1h
)︀ = (︃ 4γ1γ2(︀

γ2
2 − k2

)︀2

)︃±1

, (1)

где h – полутолщина слоя,

γk =

√︃
ω2

c2
k
− k2; k =

ω

c
; k = 1, 2. (2)

Здесь c1, c2 – это соответственно скорости про-
дольных и поперечных объемных упругих волн:

c1 =

√︃
λ + 2µ
ρ

; c2 =

√︂
µ

ρ
, (3)

где ρ – плотность материала; λ и µ – постоянные
Ламе, которые связаны с модулем Юнга E и ко-
эффициентом Пуассона ν следующими уравне-
ниями [3]:

λ =
Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
; µ =

E
2(1 + ν)

. (4)
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Рис. 1. Дисперсионные портреты в координатах
частота–медленность: (а) – при коэффициенте
Пуассона ν = 1/3 наблюдается корректный (ис-
тинный) конус Дирака между модами S1 и S2,
а также вырожденный конус между модами S3
и S4; (б) – при коэффициенте Пуассона ν = 1/4
конус Дирака отсутствует.

Разрешая дисперсионное уравнение (1) для сво-
бодного от напряжений слоя при s → 0 и на-
кладывая условие ненулевой групповой скорости
cg ̸= 0 при s→ 0 [4], получим:

cg ≡
dω
dk
> 0, s→ 0. (5)

Отсюда вытекает следующее соотношение меж-
ду объемными скоростями волн, обеспечиваю-
щее появление конусов, подобных конусам Ди-
рака, между симметричными модами [1]:

c1

c2
=

2n
2m + 1

; n,m ∈ Z+; n > m. (6)

Один из наиболее изученных случаев [2, 5–7] со-
ответствует n = 3; m = 1, что дает c1/c2 = 2 и,

таким образом, в силу уравнений (3) и (4), при-
водит к ν = 1/3. Аналогично, следующее соотно-
шение предполагает наличие конусов, подобных
конусам Дирака, между антисимметричными мо-
дами:

c2

c1
=

2n
2m + 1

; n,m ∈ Z+; m > n. (7)

Условие появления конусов, подобных кону-
сам Дирака, в слое с нулевыми перемещениями
на границах исследовано в работе [5].

Достаточно большое число работ посвяще-
но анализу конусов, подобных дельтаобразным,
в акустике твердого тела. Например, в работах
[8–10] рассматриваются волны Лэмба в тонких
полосках. С учетом условия [11] между коэффи-
циентами Пуассона для слоя ν при плоской де-
формации и бесконечно тонкой полоски ν’ при
плоском напряженном состоянии:

ν
′ =

ν

1 + ν
, (8)

получаем, что соотношение c1/c2 = 2 в усло-
виях плоского напряженного состояния означа-
ет ν = 1/2, и, следовательно, материал полос-
ки необходимо является несжимаемым. Для до-
стижения одного из требуемых соотношений (6)
в работах [6, 7] были проанализированы длин-
новолновые моды Лэмба, распространяющиеся в
медленно охлажденной предварительно нагретой
алюминиевой пластине, где был обнаружен ис-
тинный конус Дирака между S 1 и S 2, возникший
при n = 3; m = 1. Другим практическим методом
создания материалов с конусами, подобными ко-
нусам Дирака, является построение трехслойной
системы с сердцевинным слоем и тонкими на-
ружными слоями, подобранными так, чтобы со-
вокупные механические свойства композитной
пластины обеспечивали появление конусов Ди-
рака [2]. В этом контексте пластины с покрытия-
ми и резонансными явлениями рассматриваются
в работах [12, 13].

В данной работе рассматривается задача по-
явления конусов, подобных конусам Дирака,
в функционально-градиентных (FG) пластинах
с поперечной неоднородностью, удовлетворя-
ющей модифицированному условию Вихерта.
Обобщенное условие Вихерта обсуждается в раз-
деле 2, а также в ряде работ [14–19]. Задача ана-
лизируется с применением шестимерного фор-
мализма Коши в сочетании с методом экспо-
ненциальных фундаментальных матриц [20]. По-
видимому, впервые установлено, что для среды
Вихерта с функционально градиентными свой-
ствами независимо от типа поперечной неод-
нородности конусы, подобные конусам Дира-
ка, подчиняются тем же уравнениям существо-
вания (6), (7), что и для однородной среды. Та-
ким образом, класс FG-сред вихертовского типа,
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обладающих конусами Дирака, оказывается, по
крайней мере, непустым.

УСЛОВИЯ ВИХЕРТА
Две изотропные однородные среды, находя-

щиеся в контакте, называются средами Вихерта,
если [14, 15]:

λ(1)

λ(2) =
µ(1)

µ(2) =
ρ(1)

ρ(2) = q > 0, (9)

где верхний индекс обозначает номер среды; а q –
параметр Вихерта. Уравнение (9) известно как
условие Вихерта. Из уравнений (3) следует, что
объемные скорости волн в этих средах совпада-
ют [15], однако соответствующие акустические
импедансы, определяемые как:

z1 = c1ρ; z2 = c2ρ, (10)

отличаются, причем, в силу соотношений (9):

z(1)
1

z(2)
1

=
z(1)

2

z(2)
2

= q. (11)

Заметим, что условие (11) обеспечивает суще-
ствование интерфейсных волн Стоунли на плос-
кой границе между этими средами [19]. Среды
Вихерта встречаются в различных областях аку-
стики твердого тела – от геофизики [21–28] до
микро- и наноэлектроники [29, 30].

Пусть функционально-градиентный (FG) ма-
териал удовлетворяет следующему соотноше-
нию, которое является непрерывным аналогом
дискретного условия Вихерта (9):

λ(x)
λ0
=
µ(x)
µ0
=
ρ(x)
ρ0
= q(x) > 0, (12)

где λ0, µ0 и ρ0 – соответствующие параметры ма-
териала, используемые для нормировки; x – по-
перечная координата (см. рис. 2). Соотноше-
ние (12) можно естественным образом назвать
модифицированным условием Вихерта. При рас-
смотрении FG-пластины удобно выбирать па-
раметры нормировки, соответствующие опреде-
ленной координате, например, координате x = 0
(см. рис. 2).

В силу уравнений (3), модифицированное
условие Вихерта (12) обеспечивает постоянство
объемных скоростей волн по толщине слоя и сле-
дующее условие для акустических импедансов:

z1(x)
z1(0)

=
z2(x)
z2(0)

= q(x), (13)

что напоминает импедансное условие (11). Та-
ким образом, модифицированное условие Ви-
херта можно рассматривать как обобщение усло-
вия (9) на среды с непрерывным поперечным из-
менением физических свойств.

x = +h

x = 0

x = –h

n

Срединная 
плоскость

η

Рис. 2. FG-слой со средней плоскостью при
x = 0; η – единичный нормальный вектор; n –
единичный вектор волнового распространения;
2h – толщина слоя.

ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ
Уравнение движения может быть записано в

следующей форме [11]:

divxC(x) · ·∇xu(x, t) = ρ(x)∂2
ttu(x, t), (14)

где u(x, t) – поле перемещений; C(x) – тензор
упругости четвертого ранга, предполагаемый по-
ложительно определенным; двойные точки обо-
значают свертку по двум индексам. Гармониче-
ское поле перемещений для волны Лэмба допус-
кает следующее представление [3]:

u(x, t) =m(ikηx) exp
(︀
ik(nx − ct)

)︀
, (15)

где m – вектор поляризации, рассматриваемый
как функция комплексной поперечной коорди-
наты x′ = ikηx и i =

√
−1.

Подстановка представления (14) в уравне-
ние (15) дает [20, 31]):(︀
A1(x′)∂2

x′x′ +A2(x′)∂x′ +A3(x′)
)︀
·m(x′) = 0, (16)

где

A1(x′) = η ·C(x′) · η,

A2(x′) = ∂x′
(︀
η ⊗ η · ·C(x′) · ·η ⊗ η

)︀
η ⊗ η +

+ η ·C(x′) · n + n ·C(x′) · η, (17)
A3(x′) = ∂x′

(︀
η ⊗ n · ·C(x′) · ·n ⊗ η

)︀
n ⊗ n +

+ η ·C(x′) · n + ∂x′
(︀
η ⊗w · ·C(x′) · ·w ⊗ η

)︀
w ⊗w +

+ η ·C(x′) · n + n ·C(x′) · n − ρ(x′)I.

Здесь I – единичная диагональная матрица 3×3;
w = η × n, знак ⊗ обозначает тензорное про-
изведение, × – векторное произведение. С уче-
том предполагаемой упругой изотропии, уравне-
ния (17) принимают вид:

A1(x′) =
(︀
λ(x′) + 2µ(x′)

)︀
η ⊗ η +

+ λ(x′)(n ⊗ n +w ⊗w),

A2(x′) = ∂x′
(︀
λ(x′) + 2µ(x′)

)︀
η ⊗ η +

+
(︀
λ(x′) + µ(x′)

)︀
(η ⊗ n + n ⊗ η), (18)
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A3(x′) = ∂x′λ(x′)(n ⊗ n +w ⊗w) +

+
(︀
λ(x′) + 2µ(x′)

)︀
n ⊗ n +

+ λ(x′)(η ⊗ η +w ⊗w) − ρ(x′)I.

Для свободного от напряжений слоя соответ-
ствующие граничные условия могут быть запи-
саны, с точностью до гармонического множителя
exp (ik(nx − ct)), в следующем виде:

tν(x′) ≡
(︀
A1(x′)∂x +A4(x′)

)︀
·m(x′)

⃒⃒
x′=±ikh = 0, (19)

где
A4(x′) = η ·C(x′) · n. (20)

Вводя новую векторную переменную

v(x′) = ∂x′m(x′) (21)

и новый шестикомпонентный вектор

Y(x′) =
(︂
m(x′)
v(x′)

)︂
, (22)

перепишем уравнение (16) в терминах вектора
Y(x′)

∂x′Y(x′) = G(x′) ·Y(x′), (23)
гдеG(x′) – блочная матрица размерности 6×6, из-
вестная как фундаментальная матрица [20]:

G(x′) =
(︂

0 I
−A−1

1 (x′) ·A3(x′) −A−1
1 (x′) ·A2(x′)

)︂
.

(24)
Заметим, что матрицаA1(x′) обратима благода-

ря предполагаемой положительной определенно-
сти тензора упругости.

Аналогично, граничное условие свободной от
напряжений поверхности (19) может быть выра-
жено через вектор Y(x′):

tν(x′) ≡
(︀
A4(x′);A1(x′)

)︀
·Y(x′)

⃒⃒
x′=±ikh = 0, (25)

где (A4(x′);A1(x′)) – блочная матрица размерно-
сти 3×6.

Общее решение уравнения (23) может быть
представлено в виде [32]:

Y(x′) = exp
(︀
F(x′)

)︀
·Y0, (26)

где Y0 – шестикомпонентный вектор, определя-
емый граничными условиями; а F(x′) – первооб-
разная фундаментальной матрицы:

F(x′) =

x′∫︁
0

G(x′′)dx′′. (27)

Матрица-экспонента в (26) может быть построе-
на с использованием разложения матрицыF(x′) в

жорданову нормальную форму, при условии, что
F(x′) является полупростой (semi-simple) [31, 33]:

F(x′) =W(x′) ·D(x′) ·W−1(x′), (28)

где W(x′) – матрица размерности 6×6, состав-
ленная из собственных векторов матрицы F(x′),
расположенных по столбцам; D(x′) – диагональ-
ная матрица, содержащая соответствующие соб-
ственные значения. Разложение (28) дает:

exp
(︀
F(x′)

)︀
=W(x′) · exp

(︀
D(x′)

)︀
·W−1(x′), (29)

где

exp
(︀
D(x′)

)︀
= diag

(︁
ed1(x′), ..., ed6(x′)

)︁
. (30)

Здесь dk(x′), k = 1, ..., 6 – собственные значения
матрицы F(x′).

Введем блочную матрицу размерности 6×6:

Z(x′) =
(︂

I 0
A4(x′) A1(x′)

)︂
, (31)

которая напоминает матрицу импеданса, введен-
ную в шестимерном формализме Штро [34–38].
Заметим, что матрица Z(x′) не является вырож-
денной благодаря предполагаемой положитель-
ной определенности тензора упругости, что обес-
печивает det (A1(x′)) > 0. Матрица импедан-
са (31) отображает шестимерные векторы Y(x′)
в два трехмерных подпространства: поверхност-
ных перемещений и поверхностных напряже-
ний: (︂

m(x′)
tη(x′)

)︂
= Z ·

(︂
m(x′)
v(x′)

)︂
. (32)

С использованием матрицы импеданса (31) и
экспоненциального решения (26) искомое дис-
персионное уравнение принимает следующий
вид [20, 31]:

det
(︂

(0, I) · Z(−ikh) · exp (F(−2ikh)) ×

× Z−1(ikh) ·
(︂

I
0

)︂)︂
= 0.

(33)

Рассмотрим FG-слой с симметричным изме-
нением физических свойств относительно сре-
динного слоя, определенным следующей функ-
цией:

q(x) = q0

(︃
1 + α

(︂
h − x

h

)︂2
)︃
, (34)

где q0 > 0 и |α| < 1 – безразмерные константы,
определяющие профиль поперечной неоднород-
ности. Ниже рассматриваются случаи q0 = 1 и

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 71 № 6 2025



КОНУСЫ ДИРАКА ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛН ЛЭМБА 793

0.0
0

1

2

3

4

5

0.5 1.0 1.5 2.0

Ч
ас

то
та

Медленность

(б)

0.0
0

1

2

3

4

5

0.5 1.0 1.5 2.0

Ч
ас

то
та

Медленность

S3

S1

S2

A2

A1
A0S0

S3

S1

S2
A2

A1
A0S0

(а)

Рис. 3. Дисперсионные портреты для выпукло-
го профиля α = +1 при коэффициенте Пуассона
(а) – ν = 1/3 и (б) – ν = 1/4.

α = +1;α = −0.5, что соответственно соответству-
ет выпуклым и вогнутым профилям.

Типичные дисперсионные портреты для вы-
пуклого профиля при α = +1 и коэффициентах
Пуассона ν = 1/3 и ν = 1/4 приведены на рис. 3.

На рис. 3 и далее, как медленность s*, так и ча-
стота ω* являются безразмерными:

s* = c1s;ω* = ωh/c1. (35)

Графики на рис. 3 наглядно демонстрируют от-
сутствие наблюдаемых структур, подобных кону-
сам Дирака, в рассматриваемых функционально-
градиентных слоях, несмотря на то что при коэф-
фициенте Пуассона ν = 1/3 в однородном слое
конусы Дирака существуют (см. рис. 1a).

Типичные дисперсионные портреты для во-
гнутого профиля при α = −0.5 и тех же коэф-
фициентах Пуассона, что и в предыдущем слу-
чае, приведены на рис. 4. Данные графики также
наглядно демонстрируют отсутствие наблюдае-
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Рис. 4. Дисперсионные портреты для выпуклого
профиля α = −0.5 при коэффициенте Пуассона
ν = 1/3 (а) и ν = 1/4(б).

мых структур, подобных конусам Дирака, для во-
гнутого профиля в исследуемых функционально-
градиентных материалах.

Рассмотрим теперь функционально-градиент-
ный слой с асимметричным изменением физиче-
ских свойств, определенным функцией q(x):

q(x) = q0

(︁
1 + α

x
h

)︁
;α ∈ (−1; 0). (36)

Это соответствует линейному изменению физи-
ческих свойств по толщине. Было установле-
но, что при настройке параметра α можно до-
биться появления истинного конуса Дирака меж-
ду высокочастотными дисперсионными модами
практически при любом коэффициенте Пуассо-
на. Графики на рис. 5 демонстрируют появле-
ние истинных конусов Дирака между высокими
(симметричными) дисперсионными модами; эти
конусы показаны для коэффициентов Пуассона
ν = 0.3 и ν = 0.2, достигнутых при α ≈ −0.38 и
α ≈ −0.34 соответственно.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 71 № 6 2025



794 САИЯН, КУЗНЕЦОВ

0.0
0

2

4

6

8

10

0.5 1.0 1.5 2.0

Ч
ас

то
та

Конус Дирака

Медленность

(б)

0.0
0

2

4

6

8

10

0.5 1.0 1.5 2.0

Ч
ас

то
та

Конус Дирака

Медленность

(а)

Рис. 5. Дисперсионные портреты для ассиметричного профиля (а) – при ν = 0.3 и α = −0.38, и (б) – при
ν = 0.2 и α = −0.34.
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Более того, проведенный анализ для рассмат-
риваемого асимметричного профиля (36) пока-
зывает возможность образования конусов Ди-
рака между высокочастотными симметричными
модами при любом положительном коэффици-
енте Пуассона в диапазоне ν ∈ (0; 0.5). Результа-
ты по определению параметра α получены путем
применения алгоритма дихотомии на интервале
α ∈ (−1; 0).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенный анализ выявил ряд особенно-

стей в дисперсионных портретах волн Лэмба для
функционально градиентных слоев с попереч-
ной неоднородностью, удовлетворяющей моди-
фицированному условию Вихерта (12), в частно-
сти:

1. Дисперсионные портреты волн Лэмба в
функционально градиентных слоях с симметрич-
ными выпуклыми профилями и коэффициентом
Пуассона ν = 1/3 не приводят к появлению ис-
тинного конуса, подобного конусу Дирака, меж-
ду симметричными модами S 1 и S 2, а также к
вырожденному конусу между модами S 3 и S 4,
в отличие от однородного слоя с коэффициентом
Пуассона ν = 1/3.

2. Дисперсионные портреты, соответствующие
симметричным вогнутым профилям, также де-
монстрируют отсутствие как истинных, так и вы-
рожденных конусов, подобных конусам Дирака,
между симметричными модами S 1 и S 2, а также
между модами S 3 и S 4 при ν = 1/3 и ν = 1/4.

3. Дисперсионные портреты волн Лэмба в
функционально-градиентных слоях с асиммет-
ричными профилями и различными неотрица-
тельными коэффициентами Пуассона ν ∈ (0; 0.5)
демонстрируют появление истинных конусов,
подобных конусам Дирака, между симметричны-
ми модами S 4 и S 5 при определенных значениях
параметра α.

Таким образом, поперечная неоднородность
функционально-градиентной среды с асиммет-
ричным профилем предлагает новый подход к
получению конусов, подобных конусам Дирака,
в материалах с произвольными (положительны-
ми) коэффициентами Пуассона ν ∈ (0; 0.5), путем
подбора безразмерного физического параметра
α, управляющего типом поперечной неоднород-
ности (см. уравнение (36)).
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DIRAC CONES DURING LAMB WAVE PROPAGATION
IN A FUNCTIONALLY GRADIENTED LAYER
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This paper analyzes the appearance of proper and degenerate Dirac cones arising during Lamb
wave propagation in an isotropic functionally graded layer satisfying the Wiechert condition. It is
found that Dirac cones appear in a layer with a distribution of physical properties asymmetric with
respect to the midsurface and for any Poisson’s ratio. The study is based on the Cauchy formalism
and the exponential fundamental matrix method.

Keywords: Lamb wave, Dirac cone, dispersion, Cauchy formalism
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