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О ВЛИЯНИИ СКОРОСТИ ДОЗВУКОВОГО ПОТОКА 
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ФЛАНЦЕМ

Д . Н . Ч а п а е в

В работе [1] показано, что расчет акустического сопротивления пор­
шня с бесконечным фланцем, излучающего в движущуюся среду, может 
быть сведен к вычислению двойных интегралов. В данной статье 
даются расчетные формулы в квадратурах от табулированных функций. 
Существенное упрощение вычислений позволило исследовать зависимость 
сопротивления излучения квадратного поршня от скорости дозвукового 
потока.

Если идеальная сжимаемая жидкость, заполняющая полупространство 
z > 0 ,  движется в направлении оси у со скоростью и , меньшей скорости 
звука с (и/ с =  \3 < 1 ) , а поршень £  колеблется в вырезе бесконечного
экрана z =•• U по закону z =  ve , то акустический потенциал представ­
ляется интегралом [2]

< ‘ >

S'

где к' =  к / У \  — (к — ы/с), а г =  У (s' — s ' )2 +  (у ' — г/')2 +  z* есть 
расстояние от рассматриваемой точки ноля Р(х0, y0l zQ) до элемепта поршня 
в координатах

хг =  х, у' =  у  / ) / 1 — Р2, z ’ =  z.

Отметим, что выражение (1) потенциала скоростей установившихся 
колебаний, возбуждаемых в движущейся среде поршнем с бесконечным 
фланцем, может быть получено, благодаря тому, что (фланец плоский, 
тем же путем [3], что и формула Рэлея,— прямо из соответствующей 
обобщенной теоремы Кирхгофа [4].

Воспользовавшись линейностью преобразования координат х , у  в х \  у 
выразим акустическое сопротивление поршня в новых координатах

Z  =  iT L\ \ t d S =  (2)
S S'

где о — плотность среды.
Сопротивление излучения выражается четырехкратным интегралом. 

Представив потенциал (1) в точках пластины через криволинейный инте­
грал и кусок плоской волны (в случае неподвижной среды такое пред­
ставление через сумму двух разрывных функций возможно для потенциала 
в любой точке [5,6]), мы сведем выражение (2) к трехкратному интегралу 
аналогично тому, как это сделано для случая неподвижной среды [7,8].

Для точки Р, лежащей на самом поршне, г =  У  (х' — х'0)* -f- (у' — r/'J2,
так как zq =  0. Введем полярные координаты г , 0 с центром в точке Р, 
направив полярную ось параллельно оси х'. Если ради простоты считать 
область, занимаемую поршнем, выпуклой, когда уравнение его контура
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г =  г (0) будет даваться однозначной функцией при 0 0 2т:, то в точ­
ках поршня будем иметь

2« г(0)
<р= ~  \  \  e-ifc'(i+|i3i,i OjrJrdO, 

о о

так как d.S' — dx'dy' *= rdrdO.
Проинтегрировав по г, получим

о
2тт

~  ?  ге — 1 Л '(1 -Ь 3  B ln  в )  П О ) _  1 1 ______^ ----------=
2тгЛ'.Г J l +p s i n 0

2Tt
+  JL.C/с п 2тт/с' .)

охр [— г/с' (1 +  ft sin 9) г (9)] 
1 4- ft sin 0

dd,

так как
2* <20 2тг

1 +  ft sin 0 Г1 — ра ‘

Подставив полученное выражение в (2), будем иметь

w [ ‘ -  5 Г Р|- ^ „ Г М0>| -  «-J •
S ' о

Произведя преобразование подобия х ' = ах'г  у' = ay'v  где а 
нибудь линейный размер области, получим

— какой-

Z =  cpS [ l  — (1 -  р») «* 
2 nS

2п
ГГ ^ т  ̂  {3)

J  0

Здесь безразмерный множитель a2/S  не зависит от величины площади S t
а интегрирование ведется по области $[, подобной S  и соответствующей 
значению а =  1. Отсюда видно, что акустическое сопротивление всегда 
можно представить так:

Z =  cpS [1 — У (ka) +  iX  (ко)] ,

где вид функций X  (ка) и У {ко) определяется только формой поршня 
и величиной скорости потока.

Во внутреннем интеграле (3) можно перейти к интегрированию по дуге; 
тогда выражение для сопротивления излучения примет вид:

Z  =  C p S  [ l  (1 р2) 2~J X

x f i  §  ° ХР W 1 < ]  • W

Отсюда видно, что формула (4) остается справедливой и в том случае, 
когда поршень является алгебраической суммой выпуклых областей.

Для случая прямоугольного поршня можно провести дальнейшее 
упрощение формулы (4).
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Рассмотрим поршень 0 < я < а ,  0 Если за характеристический 
размер взять сторону а, то множитель равен

a2/ 2 n s  =  1 /  2 п п (п =  6/а).

Областью ^  в формулах (3) и (4) будет прямоугольник 0 <  а^ <  1,
0 < & < и '  =  и / / 1  — (Мы условились считать поток направленным 
по оси у.) В дальнейшем в обозначениях координат штрихи и индексы 
будем опускать.

Активная и реактивная части безразмерного сопротивления излучения 
согласно (4) равны:

0  — 4 v  л 1 — э2 с С £  cos \к'а (1 +  р sin 0) г (s)] /-л-------- , , , , 7 , 7R - \ - Y  =  1 -  — —  \  \  § ----- (ГТ МП 0) Г (,)-----V 1 -  (clr/dsy dsdydx ,
о и с

Х  =  1̂ — Й2

о о С

Па левой, правой, нижней и верхней сторонах прямоугольника рас­
стояние r(s) соответственно равно

V s 2  +  X \  У  s 2 +  (1  —  а;)2 , У ^ + 7 2 ,  У * 2 +  { п '  —  у У ,

где s на каждой стороне отсчитывается от основания перпендикуляра 
из Р  в направлении против часовой стрелки; для sin0 имеем соответ­
ственно

s s у  п’ — у
Г (S) ’ г  (s) г  ( S )  9 г  ( S )  •

Проведем вычисление X. Разобьем внутренний интеграл па четыре, 
соответствующие четырем сторонам

X — - - -  ■ ( ̂ 1 +  /*2 +  ^3 +  Л )}2 кп
где

тТ 1 у
sin к'a (I^s8 +  ж2 — (is)

о о -in'—у) V S* +  Z* — + ds dad*/,

ТГ 1 п'—у

н иО 0 -у

s in  А-'а (У^У2 +  (1 —  ж)2 +  fts) 

W  +  ( l—s)2-*-
1 —а:

/■«* +  (1 — аг)2 dsdxdy =  / х

(5)

(как легко видеть, сделав замену 1 — х =  х, s =  — s)
1 n' i - x  -------

sin к1 a (V6-2 -f 7/“ — p?/)L v
0  0  - I

VS> +  i f  — pt/ V  s2 +  t/a
dydx ,

in ' a:

M S  50 0 —(1—x)

sin ft'a [Гs2 +  (it' — у)з +  p (re' — ;/)]_________  . ” ds dt/ da: =
Cs* +  (/»' -  j,)» +  p (я' -  y) V s» +  (*' - y ) 2

1 n' 1—X
sin А'я (Ks2 4- у2 -f Ру) у

О о - x
V s2 +  У2 +  pi/ Ks2 -f-1/2

ds dy dx

(после замены переменных n' — у =  у, s =  — 5).
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Вычислим 1и  для чего переставим порядок интегрирования и про­
интегрируем по х:

п '  у 1

М И
sin k'а (Vв2 +  х2 — ps) х

о оО
и' п'—у 1

+ S  S 5О и .0
п> y V s ' + l — (JS

V's2 + __ ps V s2 +  а?2 cteds dy +

sin k'a (V s2 +  i 2 +  ps) x
V s 2 +  a*  +  Ps V".s3 +  x 2

dx dscly =

71'П' — l/ VsH-l-l-Ge= 5 5  5 « * * , +  5 s 5 ’s ^ d t d s d y
о o (l—3)s 0 0 (iH-0)s

71' у
=  ^  [Si A 'a  ( / s* +  1 — ps) — Si A 'a  (1 — p) .9] ds dt/ +

0 0
n '  Ti'— y

+   ̂  ̂ [Si k'a ( Y s 2 +  1 +  P$) — Si /с'а (1 +  ,3) s] ds dy.
0 0

В полученных интегралах по областям плоскости sy изменим порядок 
интегрирования и проинтегрируем по у , от которого подъиитегральные 
выражения не зависят:

7 1 '

[Si k'a ( V s ^ + l  +  ps) +  Si k'a ( ] /s2 +  1 — ps) —
0

— Si /c'as (1 +  ,6) — Si k'as (1 — 43)] (n' — s) ds.

После простой замены получим окончательно

A + / a = r^ 5 [ s i r^ ( / « . ’ + v ! + P !) +
0

+  Si * )  -  S  -  Si £ £ ]  (1 - (6)

При вычислении интегралов / 3 и / 4 требуется осторожность в выборе 
ветвей двузначных функций, реализующих преобразования переменных. 
В работе [1] эта осторожность не была соблюдена, в результате чего 
приведенная там окончательная формула неверна; ее следует заменить 
формулами (5)—(7) настоящей статьи.

Вычисляя

/ .  =  ( Т  ( ' ds dx _J J J V s2 +  y- +  Py Vsb +  yt0 —x 0
1  1 — X  / s ’ + n 'J+ 071'
f f f "  /  1 sin k'al
J \ V Vl-P2 5

p sin k'at
l_ p 2  y z 2 _ sz ^ _ ^ y d'i ds dx,

следует учитывать, что при сделанной замене

V ^  +  у2 +  ру =  5

обратное преобразование осуществляется ветвью

__ — pg +  У р —д»( 1 — Р»)
У = 1 — р22
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При вычислении / 3 полагаем

V +  у2 -  Ру =  £;

тогда при 0 <  y < | s | j S / | / l  — р», у =  ^  - |,Гу _ -У '!— — , а при у  >  

>  I * IР /  У =  — р8) • Откуда

1  1— X  п '

1 , =
О —х 0

11—* [s|/l—(J2

Г Г r s i a y a ( ^  +  y » - p y )  ydy- ^
О J  J  V  S2 +  у 2 —  $ у  V s 2 +  у 2

5  5  Я0 -я  |s|
1 X—ГС W - 1 - n '2—371'

5 (т

1 sin&'a^
Р  ~

Р sin
! —Р2 K$2_s2 ( i_ p 2), <7$ (7 ,9  d #  -{ -

1 sin&'a? р
С I

sin

0 Is j / 1-32
P2 1 — p2 V > - s 2(l —p2)/] db ds dx.

Таким образом,

11-* V 8*-\-П'Ц-$п' W+n'*—pTl'
/ з +  /« =  Г ^ |5 $  $ {  ^ +  S } 2 * p « c f e £ f e

I SI I s I0 -x

11-x S I V sa4-n,2+3n'

г т ы т  l - j  f e s f e * 8**
s [ V i - 3 2 T/ ' s 2- | - n / - - 3 n '0 —*

Первое слагаемое преобразуется аналогично сумме 1г +  / 2; во втором, 
изменив порядок интегрирования по плоскости sx, можно произвести 
интегрирование по х:

I* 4-
j

Л  =  5 [Si г 4 р ?  ( / ‘*2 (1 -  р)  +  пг +  Р„) +
о

Si (К«2(1 -  Ю +  л* -  рл) -  2 Si y = f ]  ( ! - « ) *  +  / , (7)

где
1 M(s)

/  = а Г \  Г (1- ^ ц  d u s ,! — Р -J J 1/ E 2 _ S2 1 —p*j i  VE2 — s2
0 s ъ 0 ^_(s) ъ

1А± ( s )  =  ( V ® *  ( !  -  .^2 )  +  « 2 ±  N -

Формулы (5), (С), (7) дают выражение Х(ка)  через квадратуры от 
табулированных функций и двойной интеграл I .  Выражение для Y (ка) 
получается в подобном виде, только вместо SiT] входит интегральный 
косинус, а в двойные интегралы — вместо синуса косинус.

Часть интегралов, входящих в формулы (6) и (7) и в аналогичные 
выражения для Y (ка)у берутся в табулированных функциях:
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o f  / Л  ч с . , о- , C O S a - 2  . sin a2 \ (1 — s) Si об* ds =  Si a H----- -------1— ,
о

0 (• . . /-1. j n . sin a cos a — 12 \ (1 — s) Ci as cZs =  Ci a ---- —
о

a a*

Остальные интегралы приходится табулировать.
Перейдем к вычислению двойного интеграла. Переменив порядок 

интегрирования, получим

1 «/VlH? hvT ^ j i z

\ \ wds={ \ \+W- \ \ }/dsd
o s  1 0 0 0  0 0

1 AM) B+1 It. VX'-ilV-n)* Bf /^_(РЗ+П)2

 ̂ 5 / * * ■ - { $ $ +  5 $ -  $ \  } ' * * •
0 A_(s) B. 0 nf(l+0) 0 n|<l-3) 0

B± =

Интеграл no s берется

(1 — s) ds
V58 —s2

=  arc sin i_
5

+  /5 2 — s2 +const.

Таким образом, получаем квадратурную формулу:

i /Zi- p11 =  j-——*  ̂ sin /cat Ĵ arc sin -i- + ]A2 — i — dt +
• l

i
+ iZTfi \ sm kas l11/2 — 51 dt —

о
1! V l —[i3

— fZTjj* \  s*n ^  [arc sin К 1 — ,&2 — 5 (1 — {*)] —
0
«+

(8)

—  ̂sin A*a$ [arc s i n +  ] Л2 — 1 — —

B- ____________
— rzfp*  ̂ sin kaz [arc sin V  1 — (.8 — f  )2 + I № — л I — 5] +

nf(l+3)

+  r~ p 2 5 sin hab [arc sin \/ 1 — (P +  jf  +  | +  n 1 — g] dt.
ni( 1- 0)

Двойной интеграл, входящий в выражение для У (ка), имеет совершенно 
подобный вид, только sin /cat заменяется на cos hat.

Итак, формулы (5) — (8) сводят расчет влияния скорости дозвукового 
потока па сопротивление излучения прямоугольного поршня с беско­
нечным фланцем к квадратурам. Изучение этого влияния может предста­
вить интерес с точки зрения принципиальной возможности использования
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его для определения скорости потока. Результаты расчетов акустиче­
ского сопротивления квадратного поршня для значений 8 =  0,2; 0,4; 
0,6 и 0,8 приведепы в таблицах 1 (реактивная составляющая) и 2 (актив­
ная составляющая). Здесь же приводятся соответствующие величины для

X  (ко; р)
Т а б л  и ц а 1

?'

кс
0 . 0 0 . 2  . 0.4

/

■ “ ■ 

0 . 0 0 . 8

0,25 0,206 0,207 0,213 0,224 0,242
0,50 0,391 0,393 0,401 0,400 0,370
0,75 0,538 0,537 0,530 0,504 0,441
1 , 0 0 0,634 0,627 0,601 0,545 0,490
1,25 0,674 0,660 0,624 0,550 0,512
1,50 0,661 0,642 0,589 0,540 0,512
1,75 0,599 0,584 0,538 0,521 0,504
2 , 0 0 0,517 0,501 0,477 0,490 0,483
2,25 0,415 0,409 0,418 0,446 0,454
2,50 0,316 0,323 0,361 0,394 0,427
2,75 0,231 0,252 0,313 0,346 0,395
3,00 0,168 0 , 2 0 0 0,268 0,305 0,355

неподвижного (р =  0) квадратного поршня, рассчитанные методом, 
аналогичным изложенному выше [7, 8], а также, позднее, и другими ме­
тодами [9, 10, 11]. Аргументом является lie, где с — радиус круга с пло­
щадью, равной площади квадрата.

Т а б л  и  ц  а  2

К (кс; Ю

Ч\  & 

кс

0.0 0.2 0.4 0.0 0.8

0,25 0,031 0,032 0,036 0,047 0,075
0,50 0 , 1 2 0 0,124 0,138 0,166 0 , 2 1 0

0,75 0,255 0,262 0,286 0,321 0,327
1 , 0 0 0,420 0,429 0,452 0,468 0,440
1,25 0,595 0,601 0,611 0,589 0,550
1,50 0,762 0,761 0,745 0 , 6 8 8 0,639
1,75 0,902 0,892 0,848 0,775 0,721
2 , 0 0 1,007 0,986 0,910 0,853 0,792
2,25 1,070 1,041 0,967 0,918 0,847
2,50 1,093 1,062 0,999 0,962 0,895
2,75 1,084 1,058 1,018 0,987 0,934
3,00 • 1,053 1,038 1,029 0,997 0,962
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