
Т о м V

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л

1 9  5 9 В ы и.  4

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ПОДОБИЯ К ИССЛЕДОВАНИЮ 
КОЛЕБАНИЙ, ВЫЗВАННЫХ КАВИТАЦИЕЙ

Г .  А . Х о р о ш е в

Рассмотрен вопрос о применении теории подобия для исследования 
колебапий, вызванных кавитацией. Получена система определяющих кри­
териев, которые позволяют при определенных допущениях моделировать 
колебания в потоке кавитирующей жидкости. Определены условия мо­
делирования колебаний стенок, ограничивающих эту жидкость.

В настоящее время все больший интерес приобретает вопрос опреде­
ления интенсивности и частоты колебаний, вызванных кавитацией [II. 
Однако сложность самого явления кавитации, процесса шумообразования 
и распространения этих колебаний не позволили до последнего времени 
создать аналитический метод их расчета не только для действительных 
механизмов, но даже для наиболее идеализированных и схематичных за­
дач. Поэтому представляется интересным попытаться применить к реше­
нию этой задачи теорию подобия.

Известно, что то или иное явление можно рассматривать как объект 
иеносредственного приложения теории подобия только в том случае, 
•если оно определено системой уравнений и условий однозначности. Это 
означает, что из общей цепи взаимосвязанных явлений должна быть вы­
делена пространственно-временная область с рядом протекающих в ней 
процессов, которые в пределах этой области должны подвергнуться изу­
чению при помощи теории подобия.

Выделепие такой области предполагает знание тех величин (условий 
однозначности), которыми характеризуются условия на грапицах выде­
ленной области и посредством которых отражается взаимосвязь процес­
сов, происходящих внутри и вне этой области.

Для исследований колебаний, возникающих при кавитации в гидрав­
лических механизмах, из всего комплекса процессов и явлений, сопут­
ствующих работе механизма, можно выделить ту взаимосвязанную цепь 
явлений, которая характеризует собой процесс возникновения и распро­
странения колебаний, а именно: движение потока двухфазной жидкости 
в проточных каналах механизма *, объемные движения (захлопывание) 
кавитационных пузырьков, возникающие вследствие наличия большого 
градиента давления по пути их движения и процессы преобразования 
колебаний пузырьков в колебания стенок, ограничивающих поток кави­
тирующей жидкости.

При составлении дифференциальных уравнений для указанных выше 
процессов мы примем следующие основные допущения:

1. Неустановившееся турбулентное движение двухфазной жидкости (на­
бегающий поток) будем рассматривать как раздельное, установившееся 
осредненное турбулентное движение воздушного и жидкого компонентов

* Опыты показывают, что гидравлические механизмы в большинстве случаев 
работают на неоднородной жидкости, так как при разрежении во всасывающих кана­
лах будет выделяться раствореппый в воде воздух. Воздух также может проникать 
в трубопроводы через неплотности в соединениях
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смеси *. Движение жидкого компонента будем рассматривать как движе­
ние несжимаемой, а воздушного — как сжимаемой жидкости.

2. Будем предполагать, что в рассматриваемый момент времени раз­
мер воздушных пузырьков в набегающем потоке не меняется, а сопротив­
ление их при относительном движении в потоке жидкости подчиняется 
квадратичному закону:

р = i  Щ  (1)

где а =  /  (Re) — коэффициент, зависящий от критерия Рейнольдса, d— ос- 
рсдненный диаметр пузырьков (характеристика дисперсности),
U =  V — W — осреднениая относительная скорость воздушных пузырьков,
V и W  — осредненные скорости жидкого и воздушного компонентов 
смеси.

3. Стенки механизма представим в виде одной абсолютно жесткой 
стенки, упругость которой заменена упругостью условных опор с коэф­
фициентом жесткости К.

4. Стенка под действием падающих на нее волн, излучаемых кавита­
ционными пузырьками, смещается в одпом направлении, т. е. обладает 
одной степенью свободы.

5. В связи с тем, что кавитации присущи в основном ультразвуковые 
колебания, будем полагать, что размеры стенки больше длины падающей 
волны (явлением дифракции волн пренебрегаем).

Звуковую волну на бесконечно малом участке ее фронта будем рас­
сматривать как плоскую волпу, падающую перпендикулярно к стене 12].

При указанных допущениях уравнение движения жидкого компонента 
смеси в направлении линии тока будет г .

p £ ( w = - £ + p vv ^ x - | ^ (  р Щ  (2)

уравнение неразрывности
div pV =  0. (3)

Уравнение движения воздушного компонента смеси в направлении 
линии тока будет

P o £ jW jV x) =  d£ + p 0v0V W x - £ ( p 0t f j P x)+ Fpn. (4)

Уравнение неразрывности

J f  +  d i v ^ - O ,  (5)

где VXiVx и W Xt W x — осредненные скорости движения и осредненные 
пульсациопные скорости, соответственно жидкого и воздушного компо­
нентов смеси; Р , р, v и Р0, р0, v0 — давление, плотность и кинематический 
коэффициент вязкости, соответственно жидкого и воздушного компонен­
тов смеси.

Уравнение сохранения энергии для случая движения двухфазной 
жидкости можно получить, приравняв работе внешних сил сумму при­
ращений кинетической и внутренней энергии элементарного объема,, 
содержащего жидкий и воздушный компоненты смеси при движении его 
вдоль лпнии тока:

© = - < * + * >
d P _

Р

* Справедливость такого рассмотрения: подтверждается нашими наблюдениями 
за потоком жидкости, поступающим на лопатки рабочих колес пропеллерных и цент­
робежных насосов.
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где v, г>0 — элементарные объемы жидкого и воздушного компонентов
смеси, q =  vQ/v  — безразмерный коэффициент воздухосодержания.

Уравнение объемного колебания (захлопывания) кавитационного 
пузырька * при наличии потенциала колебаний имеет вид [3]:

1  ( " У  +  п  * *  =  _  L z f i  _  i i  (7)
2 \ d t  )  1 Л* р р /£  1

где R — радиус пузырька, P,i — давление насыщенных паров, а — коэф­
фициент поверхностного натяжения.

Время существования кавитационного пузырька можно характеризо­
вать уравнением:

где S  — длина зоны разрежения, b — коэффициент, учитывающий отно­
сительное движение компонентов смеси и увеличение скорости в зоне 
разрежения.

Условие непрерывности давления и скорости на границе «жидкость— 
'Стенка» можно характеризовать двумя уравнениями [2 ]:

Л т . в +  Р о .  и — Р up. I» (9)
и =

р  — рП. И о. и
Рсв

(10)

где Р„' в, Ро'н и РПр. в — звуковое давление, соответственно впадающей, 
отраженной и проходящей волне, и — колебательная скорость стенки, 
сй — скорость звука в воде. Эти уравнения с учетом упругости и массы 
стенки можно представить в виде

с14
М  +  =  Р п. и +  Ро.

dx_
dt

р.1L I'. в о. п

(11)

(12)

где М  — масса стенки, отнесенная к единице площади, х  — смещение 
стенки под действием звуковой волны. После совместного решения урав­
нения (1 1 ) и (12) получим

2<Рх рс* 
dl* _1 М

dx к_ р
dt ' М Х М 1 " (13)

Система уравнений (2)—(8 ), (13) с принятыми допущениями описывает 
вызванные кавитацией колебания жидкости и ограничивающих ее стенок 
с учетом как свойств жидкости, так н самих стенок. '

Получение общего интеграла этой системы уравнений при помощи 
математических методов осуществит!» невозможно, однако, на основании 
теории подобия он может быть выражен как функция безразмерных ком­
плексов-критериев или инвариантов подобия. В дальнейшем для анализа 
уравнений (2)—(8), (13) целесообразно использовать метод теории подо­
бия, разработанный Кирпичевым [41 для моделирования теплообменных 
процессов. Основное преимущество этого метода состоит в том, что из 
уравнений рассматриваемого процесса получаются критерии, имеющие 
основной физический смысл и если опыт покажет их достаточность, то 
этим подтверждается и достаточность более или менее упрощенной кон­
цепции процесса, положенной в основу уравнений.

* Для кавитационной зоны, вообще говоря, можно написать п таких уравне­
ний, однако эти уравнения, при анализе их методом теории подобия, не внесут 
.дополнительных критериев.
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Выражая все величины, в холящие в указанные уравнения через мно­
жители, имеющие соответствующие размерности, и, выполняя действия, 
принятые в теории подобия при анализе уравнений, получим следующие 
основные определяющие критерии: 

а) из уравнений (2)—-(8)

б) из уравнения (13)

VL
V

А2 =

_ _  W
•  1 9 = Stk =— V V

cn-t p DR A IIB
L 9 А з  -

L kx ’

У<1 (14а)

(146)

где Рст — плотность материала стенки, L  — характерный размер стенки, 
АР =  Р -  Pd.

Первые три критерия (Eu, Re и 9) представляют собой критерии тур­
булентного движения однофазной жидкости, критерии q и Slk  обуслов­
лены присутствием в жидкости воздушных пузырьков, а критерии Ль 
А 2 и А 3 являются критериями подобия колебаний твердой стенки. Оста­
новимся на критериях (146). Критерий А \ требует соблюдения в сравни­
ваемых системах одинаковости рода жидкости и материала стенок, так как, 
в противном случае, изменение, например, рст повлечет изменение и рода 
жидкости, что, естественно, скажется на ее кавитационных свойствах п 
потребует введения дополнительных критериев, могущих значительно 
усложнить решение задачи. Вопрос сохранения постоянства критерия А \ 
решается выбором для сравниваемых систем одного и того же материа­
ла стенки и рода жидкости.

Известно, что у =11, поскольку с изменением размера пузырька про­
порционально изменяется и его расстояние до стенки. Поэтому крите­
рий А 2 выражает но сути дела геометрическое подобие сравниваемых 
систем, которое включено и условия однозначности. Но этим соображе­
ниям критерий А 2 может быть исключен из числа определяющих крите­
риев. Аналитическое решение уравнения (13) показывает, что критерий 
А3 связан сложной функциональной зависимостью с двумя безразмерны­
ми параметрами:

Л4 =  рсв/МХ и Л5 =  со/Х, (15)

где А, — частота собственных колебаний стенки, со — частота захлопыва­
ния кавитационных пузырьков.

Параметр А 4 представляет собой коэффициент демпфирования коле­
баний стенки на частоте А., а А ь — отношение частоты вынуждающей си­
лы к частоте собственных колебаний стенки. Эти параметры были нолу- 
чепы из условия, что одиночный кавитационный пузырек при захлопы­
вании излучает один интенсивный импульс, а стейка имеет одну степень 
свободы (т. е. одну частоту собственных колебаний). При наличии кави­
тационной области с бесконечным большим числом захлопывающихся 
кавитационных пузырьков и сложной формы стенки с большим числом 
собственных частот, параметр Аъ представляет собой отношение спектра 
кавитационного шума S((o) к спектру частот собственных колебаний 
стенки .S'(А), т. е,-

m =  S((o )/S (k), (16)
а А 4 — коэффициенты демпфирования колебаний на соответствующих резо­
нансных частотах
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Если эти параметры включить в систему критериев (14а, б), то получим 
систему основных определяющих критериев вибраций стенок, возбуждае­
мых кавитацией.

Учитывая, что большинство гидравлических механизмов и устройств 
обычно работают с очень высокой степенью турбулизации потока жидко­
сти в проточных каналах, когда изменение критериев Re и ф уже не ока­
зывает существенного влияния на процесс излучения шума пузырьками, 
а сравниваемые системы состоят из одних и тех же жидкостей (pi =  р2, 
Poi =  Р02) и стенок (рС Т 1  =  рСт2 )> то система критериев может быть еще 
значительно упрощена и сведена к пяти основным определяющим крите­
риям:

Ей =  ; q =  ; Stk  =  , (18а)
PF 2  4 v  P o L  V 7

(to) . PS
m  =  ^ s W '  "  =  ж : (186)

Система критериев (18a, б) имеет не только теоретическое, но и прак­
тическое значение, так как позволяет более полно обобщать результаты 
экспериментальных исследований колебаний стенок и, как частпый слу­
чай, колебаний в потоке жидкости. Такое обобщение результатов экс­
периментов является первой задачей, решаемой на основе теории подобия.

Вторая задача состоит в разработке условий и метода моделирования 
колебаний геометрически подобных систем, отличающихся только мас­
штабами.

Остановимся на этой задаче. Здесь могут встретиться два случая: 
моделирование кавитационного шума и жидкости; моделирование вибра­
ций стенок, ограничивающих поток кавитирующей жидкости.

Известно, что для осуществления подобия, согласно третьей теореме 
подобия [41, необходимо и достаточно задать равепство определяющих 
критериев и условий однозначности (начальных и граничных условий). 
Для осуществления подобия процесса шумообразования в потоке жидко­
сти, содержащей пузырьки воздуха, необходимо при соблюдении геомет­
рического подобия сохранять постоянство трех критериев:

Ей =  const, q =  const и Stk  — const. (19)
Для случая моделирования колебаний стенок к условиям (19) добав­

ляются еще два: т  =  const и п =  const. Кроме того, для первого и вто­
рого случаев должны быть заданы соответствующие условия однознач­
ности.

Для рассмотрения условий моделирования обозначим масштабы по­
добного преобразования переменных, равные отношению переменных в 
любой паре сходственных точек подобных систем, через Сп =  ni/«2, где 
п указывает переменную, к которой относится данный множитель пре­
образователя.

Связи между множителями подобного преобразования, для модели­
рования шума в потоке жидкости, полученные из условия равенства 
определяющих критериев (18а), приобретают вид:

САр ,
c „ c i  ’  c \ . c v  а д

Отсутствие в настоящее время достоверных сведений о кавитацион­
ных свойствах различных жидкостей и особенностях их фазовых пре­
вращений, делают попытки моделирования колебаний с одной жидкости
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на другую несколько преждевременными. Поэтому заранее необходимо 
положить

где pi, poi и р2» Рог — плотности соответственно жидкости и воздуха в 
пузырьках сравниваемых систем. Учет этих условий позволяет упростить 
выражение (20):

Сдр =  c l

Отсюда легко определить отношение количества воздуха в сравниваемых 
системах, которое необходимо иметь или искусственно вводить в ноток 
для выполнения условий подобия но содержанию воздуха:

(2 3 >г?02 Д Л

При этом размер воздушных пузырьков, если учесть, что всегда 
имеется возможность обеспечить их равномерное распределение в набе­
гающем потоке *, можно определить из соотношения:

Аналитическое решение задачи о захлопывании паровоздушных кави­
тационных пузырьков приводит к следующему соотношению:

=  В ,/, (Ей, q), (25)

где Вг — постоянный коэффициент, г — дистанция измерения звука, 
Ра — амплитудное зпачепие спектральной составляющей шума на часто­
те <о0. Частота щ  связана в свою очередь зависимостью

<j>qL
V W

=  S 2/ 2 (Eu,.q),

где В2 — постоянный коэффициент.
Таким образом, звуковые давления отдельных спектральных составля­

ющих и их частоты, при постоянстве критериев Ей =  const, q=  const и 
Slk  =  const, можно определить по формулам:

Р 2 L2r i
Р 1̂ 1 г2>

L x
W02 — <*>01 V  Рг/Pi-

(27)

(28)

Индекс 2 относится к натуре, а 1 -  к модели. При помощи формул (27) 
и (28) можно производить пересчет спектрального состава кавитацион­
ного шума с модели на натуру при изменении размера тел, давлений в 
жидкости и дистанций измерения звука при условии сохранения геомет­
рического подобия натуры и модели и равенства критериев (19).

Для моделирования колебания стенок, ограничивающих поток кави­
тирующей жидкости, к условиям (19) добавляются требования о посто­
янстве еще двух критериев: т =  const и п =  const, т. е. для моделирова-

* Необходимое распределение пузырьков в потоке жидкости достигается соот­
ветствующим конструктивным выполнением воздухоподводящего устройства.
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имя колебаний стенок необходимо сохранять равенство пяти критериев:
Ей  =  const, q =  const,

Stk =  const, m — const, n =  const. (29)

Рассмотрим дополнительные связи, которые накладываются на срав­
ниваемые систем].! при постоянстве критериев т и п. Учитывая отмечен­
ные ранее требования о сохранении в сравниваемых системах рода проте­
кающей жидкости и материала стенок, т. с. Сс =  CJC* и 7̂Р0Т =  рст1/рст2, 
получим

^ = 1  И Сi • C \i =  1.
»(>0

Отсюда нетрудпо видеть, что резонансные частоты при переходе от одной 
стенки к геометрически ей подобпой, изменяются обратно пропорциональ­
но размерам этих стенок:

или
— \ i E \ j  L 2, (31)

\ i2 =  Xjjl /  е ,

где е — масштабный коэффициент. При этом частоты вынужденных коле­
баний, согласно выражению (30), будут связаны следующей зависимостью:

т. е. при переходе от одной системы к другой, частоты отдельных спек­
тральных составляющих должны изменяться аналогично изменению ча­
стот собственных колебаний. В то же время при моделировании кавита­
ционного шума частоты будут изменяться согласно зависимости (28). Это 
приведет к тому, что, если мы, например, моделируем резонанс, имеющий 
место на модели при отношении частот c^Ai на натуру, то у последней 
резонанс будет отсутствовать, так как частота вынужденных колебаний 
сместится в ту или другую сторону от резонанса пропорционально коэф­
фициенту Рч/Р\. Постоянство критериев Ей , q и S tk  в этом случае 
уже не будет обеспечивать моделирование интенсивности вибраций. 
Последнее обстоятельство исключает возможность выполнения моде­
лирования вибраций стенок, ограничивающих поток кавитирующей 
жидкости.

Создание приближенного метода моделирования вибраций пока что 
наталкивается на большие трудности, связанные главным образом с от­
сутствием достоверных сведений о резонансных частотах в верхней части 
звукового диапазона частот.

Большой практический интерес с точки зрения шумоизлучения дей­
ствительных механизмов (51 представляет моделирование начала интен­
сивного роста вибраций в диапазоне низких и средних звуковых частот. 
Уровень вибраций в этом диапазоне частот определяется главным обра­
зом интенсивностью колебаний, вызванных неуравновешенностью вра­
щающихся масс. При постоянной возмущающей силе (постоянном числе 
оборотов механизма) уровень вибраций остается постоянным до наступле­
ния срывпой кавитации, после чего резко возрастает. Так как в этом 
случае интерес представляет не интенсивность колебаний, а лнигь уста­
новление безопасных режимов работы механизмов, то условием модели­
рования начала интенсивного роста вибраций в диапазоне низких и сред­
них звуковых частот будет являться постоянство следующих критериев:

Ей =  const, q =  const, Stk  =  const.
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В ы в о д ы

1 . О п р е д е л я ю щ и м и  к р и т е р и я м и  п о д о б и я  к о л е б а н и й ,  в ы з в а н н ы х  к а в и ­
т а ц и е й  в  п о т о к е  ж и д к о с т и ,  я в л я ю т с я  к р и т е р и и  Э й л е р а  Ей,  С т о к с а  Stk  и  
о т н о с и т е л ь н о г о  в о з д у х о с о д е р ж а н и я  q.

2. Ф о р м у л ы  (2 3 ) , (2 4 ) , (2 7 )  и  (2 8 )  п о з в о л я ю т  п р и  м о д е л и р о в а н и и  к а в и ­
т а ц и о н н о г о  ш у м а  г е о м е т р и ч е с к и  п о д о б н ы х  с и с т е м  п р о и з в о д и т ь  р а с ч е т  
к о л и ч е с т в а  в о з д у х а ,  р а з м е р а  в о з д у ш н ы х  п у з ы р ь к о в ,  ч а с т о т ы  и  и н т е н с и в ­
н о с т и  с п е к т р а л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  ш у м а .

3 .  Р е ш е н и е  з а д а ч и  о  м о д е л и р о в а н и и  в и б р а ц и й ,  в о з б у ж д а е м ы х  к а в и ­
т и р у ю щ е й  ж и д к о с т ь ю ,  т е с н о  с в я з а н о  с  н а х о ж д е н и е м  р е з о н а н с н ы х  х а р а к ­
т е р и с т и к  с и с т е м . П о э т о м у  з а д а ч е й  с е г о д н я ш н е г о  д н я  я в л я е т с я  с о з д а н и е  
п р о с т о г о  и  п а д е ж н о г о  м е т о д а  и з м е р е н и я  э т и х  х а р а к т е р и с т и к  в з в у к о в о м  
д и а п а з о н е  ч а с т о т .

4 .  У с л о в и е м  м о д е л и р о в а н и я  н а ч а л а  и н т е н с и в н о г о  р о с т а  в и б р а ц и й  в 
д и а п а з о н е  н и з к и х  и  с р е д н и х  з в у к о в ы х  ч а с т о т  я в л я е т с я  п о с т о я н с т в о  в 
с р а в н и в а е м ы х  с и с т е м а х  т р е х  к р и т е р и е в :  Ей — c o n s t ,  q =  c o n s t ,  Stk =  
=  c o n s t .
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