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ФОРМЫ И ПРИ ПРОИЗВОЛЬНОМ ХАРАКТЕРЕ 
КОЛЕБАНИЙ ЕЕ ПОВЕРХНОСТИ

О. Г . К ози н а , Г . И . М акаров.

Рассматриваются переходные процессы в акустических полях, созда­
ваемых плоскими поршневыми мембранами в жестком экране с контуром 
довольно общего вида. Предполагается, что этот контур выпуклый. Если, 
кроме того, мембрана имеет в плоскости экрана ось симметрии и контур 
ее описывается аналитической функцией, то поле для всех видов 
мембран в окрестности волновых фронтов описывается некоторыми стан­
дартными функциями.

При рассмотрении переходных процессов в акустических полях, со­
здаваемых поршневой мембраной в бесконечном экране, представляется 
естественным исходить из метода, развитого для случая стационарных 
задач Шохом II],и значительно позже, но независимо от него, Четаевым 12].

Будем считать, что в плоском безграничном и жестком экране распо­
ложена поршневая мембрана произвольной формы, контур которой имеет 
вид выпуклой кривой и описывается аналитической функцией, а нормаль­
ная составляющая скорости на поверхности задана формулой:
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Для нахождения ноля в верхнем полупространстве достаточно проин­
тегрировать волновое уравнение для потенциала скорости, подчинив его 
решение соответствующим граничным условиям и учитывая начальные 
данные.

При решении этой задачи применим спектральный подход и будем 
строить решение для отдельной спектральной компоненты, считая ампли­
туду скорости на поверхности мембраны равной единице. Умножая най­
денное таким образом решение на спектральную плотность функции U(t) 
из (1) и производя интегрирование по частоте, мы найдем решение инте­
ресующей нас задачи.

В дальнейшем будут рассматриваться два случая:
1. Точка наблюдения М  расположена внутри цилппдра, опирающе­

гося своим основанием на мембрану (фиг. 1,а).
2. Точка наблюдения М  расположена вне упомянутого цилиндра 

(фиг. 1, б).
Тогда решение для отдельной спектральной компоненты в случае (1) 

примет вид [1]:

Р  =  p c e - i * ;  — [ g -  U £>-«<•<»),

2л

О
где р — плотность среды, с — скорость распространения звуковых волн 
в среде, z — расстояние точки наблюдения от плоскости мембраны, г — 
расстояние от точки наблюдения до некоторой текущей точки на контуре



5 4 О . Г .  Козина, Г .  И . Макаров

мембраны (фиг. 1), 0 — угол, образованный между прямой, соединяю­
щей точку 0 с переменной точкой контура мембраны, и некоторым фикси­
рованным направлением.

В случае (2), когда точка наблюдения М  расположена вне цилиндра, 
опирающегося на мембрану, решение принимает вид [1 ]:

а Фиг. 1

где 20а — угол, под которым мембрана видна из проекции точки наблю­
дения, а смысл величин гг и /*2 ясен из фиг. 2.

В случае импульсного воздействия вида (1) следует произвести до­
полнительное интегрирование по частоте, и формулы (2) и (3) перейдут 
соответственно в следующие формулы:

o + ic o  <5+100 2~

i  s  < 4 >
о—гео о—ico о

<?-Мсо20а  а + гсо 20 а  ч

=  С U (р) dpdQ -  J С U (p )ePll- r'm,c'dpdt\, (5)
a — ico  q  a — ico  „

где а > 0 ,  U (р) — спектральная плотность функции Un(t). Меняя порядок 
интегрирования и вычисляя интеграл по р при помощи леммы Жордана 
и теоремы о вычетах, получаем для случая (1) 
формулу

0(0

(6)
о

Первое слагаемое в формуле (б) в соответст­
вии с (1) следует заменить нулем, если
а верхний переменный предел в интеграле выбирается из соотношения

ct =  /• (0), (7)

так как при с /< >  (0) интеграл Меллина равен нулю. Если же неравен­
ство c t ^ r  (0) выполняется при всех вещественных 0, то верхний предел 
нерсстает зависеть от времени, его следует заменить на 2л, что соответ­
ствует окончанию переходных процессов.

Таким образом, если точка наблюдения находится внутри цилиндра, 
опирающегося на мембрану, то в силу неравенства z ^  г (0) в точку на­
блюдения сперва приходит плоская волна, а затем она искажается вслед­
ствие воздействия волн, излученных линейными источниками, располо­
женными на контуре мембраны.
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Давление для случая (2) (фиг. 1, б) принимает вид:

где пределы 6ltl(*)* 0i,2(O* 02.i(O 11 %М) находятся опять из условий 
применимости к интегралам (5) леммы Жордана с левой полуокружностью. 
Эти условия имеют вид:

Ct =  rx (0J..3.), (9а)
ct =  /-2(62.1). (96)

Будем теперь для простоты считать, что мембрана имеет по крайней 
мере одну ось симметрии, расположенную в плоскости экрана, а проек­
ция точки наблюдения лежит на этой оси*. При наличии такой симмет­
рии отсчет углов 0 удобнее производить от указанной оси, принимая 
углы, отсчитанные против часовой стрелки, за положительные.

Выясним, кроме того, некоторые общие свойства уравнений (9). Из 
самой постаповки задачи очевидно, что нас будут интересовать вещест­
венные решения уравнения (9), удовлетворяющие следующему условию:

О < 0 < О а, (10)

причем отмеченное выше свойство симметрии ведет также к тому, что 
Г1 и /*2 будут четными функциями 0. Поэтому достаточно рассматривать 
только область положительных углов. Заметим также, что для любой 
выпуклой мембраны, обладающей осью симметрии, имеет место нера­
венство: г2 (0) гх (0) при выполнении (10), причем равенство достига­
ется для 0 =  0а. Кроме того, гг (0) =  rlmln и монотонно растет с ростом 
0 до величины гг (0а) =  rlmdiX. С другой стороны, г2 (0) =  r2raax и моно­
тонно убывает с ростом 0 до величины г2 (0а) =  Гот1п. Отсюда следует, 
что если с /< > х(0), то уравнение (9) в интервале (10) нулей не имеет. 
Поэтому, в силу отмеченных выше свойств интеграла Меллина, давле­
ние в точке наблюдения равно нулю. Очевидно также, что момент 
времени h, определяемый условием

ch =  r1( 0), (И)

соответствует моменту появления переднего фронта возмущения. Если 
теперь r1 (0а) >  ct >  то в интервале (10) будет иметь решение толь­
ко уравнение (9,а) и формула (8) примет вид:

о,(0
p  =  _P1 =  J ^ jj  u [ i -  т . (12)

о
Пусть г2(0 )> с ^ > г 1(Оа); тогда формула (8) запишется так:

о,(0

т. е. переходные процессы в поле, связанные с первым слагаемым, закон­
чены. Если, наконец, с £ > Г 2 (0), то формула (8) примет вид:

* Введепное условие является вовсе не обязательным, но расчеты при этом ста­
новятся мепее громоздкими.



56 О. Г .  Ковинау Г . И . Макаров

Таким образом, начиная с момента времени удовлетворяющего усло­
вию

ct$ =  г2 (0), (14а)

переходные процессы в поле заканчиваются. Поэтому момент будем 
называть моментом появления заднего фронта.

Сформулированные выше условия (7) и (9) имеют очень простой фи­
зический смысл: в формулах (6) и (8) интегрирование производится толь­
ко по тем участкам контура мембраны, возмущения от которых, двигаясь 
со скоростью с, успели к моменту I достигнуть точки наблюдения. Если 
же весь контур успел «включиться», то поле ничем не будет отличаться 
от поля для стационарного случая. Отсюда следует, что в случае плоских 
мембран в бесконечном экране переходный процесс не может превосхо­
дить времени, в течение которого волна проходит расстояние, равное 
наибольшему размеру мембраны, и, следовательно, переходный процесс 
в полях плоских мембран с бесконечным экраном всегда копечеп*.

Пусть мы рассматриваем боковое поле в случае движения поршневой 
мембраны по закону *

* > 0
* < 0 ’" " ( « =  { о;

(15)

т. е. по закону единичного толчка скорости. Тогда для моментов време­
ни, удовлетворяющих условию r^O) <  cl <> , (0а), давлепие представит­
ся так.

(16)

а для моментов времени, удовлетворяющих условию гд(Оа) ]< с ^ < г 2 (0), 
мы получаем давление [вида:

Pt =  Л  (0 • (Щ

Таким образом, для нахождения поля достаточно решить уравнение 
(9). С этой целью удобно характеризовать переходные процессы в поле 
расстоянием от точки наблюдения до переднего фронта возмущения 
сД̂ б и это расстояние определять по формуле:

сД*Б =  Ct — С/б. (18)

Тогда уравнение (9а) представится в следующем виде

сдг6 =  ^ е ? ( < ) . (19)
Отсюда

“■(,) =  / < 0 , '
(20)

Формула же (16) принимает вид:

р рс . / 2сД<8
1 * У  (0) '

(21)

т. е. ноле растет с корнем из расстояния от фронта и представляется 
непрерывной функцией с разрывной первой производной. Аналогично 
(18), определим расстояние от точки наблюдения до заднего фронта

о > гч. ТО II £ 1 Г* • (22)
* Это выполняется далеко не для всех мембран. Можно показать, что для сфери­

ческих излучателей указанное свойство не имеет места. Переходный процесс в этом 
случае стремится к нулю лить асимптотически.
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Тогда формула (17) представится так:

и на заднем фронте производная давления снова терпит разрыв. Харак­
тер изменения давления между фронтами представлен на фиг. 2.

Пусть теперь скорость движения мембраны меняется но закону:

Тогда подынтегральное выражение в формулах (12), (13) и (14) прини­
мает вид:

U t — МО). =  еш (25)

т. е. выделяется быстро осциллирующий множитель Это обстоя­
тельство позволяет использовать асимптотические методы вычисления 
интегралов (12), (13) и выделить наиболее существенные участки конту­
ра мембраны. Такие наиболео существенные участки контура определят­
ся как окрестность экстремальных точек 0о:

(0о) =  0. (26)

Условие (26) представляет фактически условие перпендикулярности к 
контуру мембраны луча, проведенного из точки наблюдения. Значит 
данный метод фактически выделяет такие группы точек на контуре мем­
браны, которые создают в точке наблюдения почти синфазное поле.

Можно убедиться в том, что для всякой точки наблюдения, для ко­
торой. г"(0о)=/=О, на контуре мембраны найдутся по крайней мере две 
группы таких существенных точек. Если же г"(Оо) обратится в нуль, 
то наш интеграл придется сводить уже не к интегралу Френеля, а к 
интегралу Эйри. Физически это будет означать, что точка наблюдения 
попала на каустическую поверхность, соответствующую данной мем­
бране. Эта каустическая поверхность будет совпадать с поверхностью 
цилиндра, опирающегося на эволюту контура мембраны. Если кроме 
второй производной обращаются в нуль третья и высшие производные, 
то данная точка наблюдения будет точкой фокуса. Например, на оси 
круглой мембраны все производные от г(0) обращаются в нуль. Поэто­
му ось будет линией фокуса. Это является одной из причин того обстоя­
тельства, что поле вблизи оси круглой мембраны пе совпадает с полем 
плоской волны (1), даже при весьма значительных размерах мембраны.

Вернемся к мембране произвольной формы. Производя вычисления 
в окрестности экстремальной точки (26), заметим, что в силу предполо­
женной выше симметрии для мембран с гладким контуром имеем 0о =  0. 
В результате получается

рс

Vznkr'ft)
А-[2

сМ,
S1I1 ©A h  — и  2 / c\t5 (27)

причем
N(x)  =  ^ 2  V C *(x) +  S*(x);  

l  (x) =  arc Ig /

(28)
(29)

где S и С — интегралы Френеля [3].
* Для определенности в дальнейшем договоримся придавать смысл мнимой части

полей, что эквивалентно возбуждению мембраны по закону Uz “ * <  О **
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Для вычисления интеграла Ро из (8) заметим, что если

ct <  г 1 (0а) =  г2 (0а), (29а)

то Р 2 =  0. При больших значениях ctP 2 отлично от нуля, по вторая 
экстремальная точка г,' (0) =  0 расположена вне пути интегрирования.
По мере приближения ct к величине ctp, один из пределов приближа­
ется к экстремальной точке, что соответствует быстрому росту вели­
чины Р2.

Сравнительно простые вычисления приводят нас к формуле, спра­
ведливой в некоторой окрестности заднего фронта

причем

=  у Г 1 +  д г * - 2 Л Г с о в ( Б -

|«Ф = 1
V ~2

— N cos £

(30)

(30а)

(306)

где N  и | по-прежнему заданы формулами (28) и (29).
Таким образом, удается получить единые формулы, пригодные для 

симметричных мембран с гладким контуром. Пределы применимости 
этих формул зависят от конкретного вида контура мембраны.

Л ен и н градски й  государствен н ы й  П оступ и л а  в  редакцию
ун и вер си тет  28  апреля  1960 г .
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