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Вычислен спектр времен релаксации для адиабатического процесса 
установления равновесия в распределении энергии но колебательным 
уровням молокул. Расчет проведен с учетом обмена энергией как между 
колебательными и поступательными степенями свободы молекул, так и 
между возбужденными состояниями разных молекул (резонанспый обмен 
квантами). Преобразования к «нормальным коордипатам» имеют тот же 
вид, что и при изотермической релаксации в системе без резопансного 
обмена. Единственной акустически активной «координатой» является 
полное число колебательных квантов в системе.

В работе III был исследован процесс релаксации в системе молекул, 
рассматриваемых как гармонические осцилляторы. Подробный расчет был 
приведен для системы, подчиняющейся уравнениям Ландау и Теллера
[2], а для более сложных уравнений Осипова 13] был указан только путь 
решения и окончательный результат. Однако реальные системы подчи­
няются уравнениям Осипова; поэтому полезно будет привести полно­
стью решение этих уравнепий. В дальнейшем нам придется пользоваться 
результатами работы [1]. Ссылки на формулы этой работы приводятся 
ниже в форме: (1,5), (1,7) и так далее.

Обозначим через по, n i , «2,... числа молекул на уровнях с энергиями 
О, k v , 2/iv,..., где v — частота колебаний. Величины пj изменяются в со* 
ответствии с уравнениями [3]:

Щ = ’{— К/ +  1) А +  /В) щ +  ]'Ап^г +  (/ +  1) Bnj+1] +
+  а  К /  +  1) +  /  (Z x +  А ) ]  щ +  +  ( / +  1) (Z j +  N)  п ,* ,.}

( / =  1 ,2 , . . . ) ,  (1)

где В  — вероятность перехода с первого возбужденного уровня на 
основной с передачей энергии hv на внешние степени свободы, 
А =  Be~ĥ kT — вероятность обратного перехода, а  — вероятность обмена 
квантом между возбужденной (имеющей энергию hv) и невозбужденной 
молекулами (резонансный обмен), N ~  п0 +  пг +  п2 +  . . . — полное число 
молекул в единице массы, Z l =  пг +  2п2 +  Зп34- . . .  — полное число 
колебательных квантов в системе. Система уравнений (1) нелинейна. 
Для ее линеаризации введем отклонении величин /г,, А, В , a, Zy от их
значений п) ,  А°, В°9 a0, Z, в невозмущенной среде (т. е. при отсут­
ствии звука). Обозначая эти отклонения через б — п", 6у1 = Л—А(> 
и так далее, получим

Ьщ =  {— К/ +  1) Г +  /Р1 И  +  /тбпм  +  (/ +  1) рбnj+l +
+  а ° [— (2/ +  1) и? +  /^?-i +  (/ +  1) ttj+i] 6ZX} +

+  { [ -  (/ + 1 )  +  in U  1* л  +  i - j n ]  +  и  + 1 )  n°h l ] б в +
+  [ -  (2/ +  1) ZWi ~  iN n? +  jZ \nU  +  (/ +  1) (Z? +  N) n°i+l ] 6a}, (2>

где r  =  A0 +  « X  p =  s°  +  a°Z? +  a°N.
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Дальнейший ход решения зависит от того, какие переменные выбраны 
за независимые. Если считать независимыми переменными числа 
удельный объем V и температуру 7\ то величины 6ЛУ б В и ба не будут 
зависеть от бrij (вероятности переходов зависят от Т и F, но пе от rij). 
Тогда выражение во второй фигурной скобке в правой части уравне­
ний (2) будет играть роль свободного числа.

Ниже будет показано, что преобразование (1.7) приводит эти уравнения 
к диагональному виду (1.12), причем изотермические времена релаксации 
выражаются формулами (1.15). Поскольку при этом оказывается, что 
только одна из «нормальных координат» является активной, то дальней­
ший расчет скорости и поглощения адиабатической ультразвуковой волны 
можно вести, как для системы с одной релаксационной переменной (см. 
например, [41).

Однако в общем случае, при большом числе активных «нормальных 
координат», такой расчет привел бы к очень сложному выражению для 
комплексной скорости звука [51; в частности, вычисление адиабатичес­
ких времен релаксации, определяющих положение областей диспер­
сии, было бы очень сложной задачей. Поскольку нас интересует релак­
сация в адиабатической волне, логичнее будет с самого начала принять 
за независимые переменные числа щ, удельный объем V и энтропию
S. Величины 6^4, ЬВ  и ба при постоянной энтропии выразятся формулами 
вида:

)ФШ
и ан а .логично для б В и 6 а. Далее,

j+m }+m ji-m

где Суа — теплоемкость внешних степеней свободы. Производную dS/dnm 
нетрудно найти из выражения для энтропии смешения молекул, нахо­
дящихся на разных уровнях:

S  = k In N\
л01 ni\ n21 . . .

Отсюда, используя формулу Стирлинга, получим

dS
дптп Т, V, пj 

j+m

7 1 nm hvк 111---- =  m-^r  ,Пп l

так как в равновесии по закону Больцмана nm =  п0 exp (—-’ rnhv/kT). 
Таким образом, сумма во втором слагаемом в уравнении (2) равна 
( — h v / C v a )  6ZX.

Первое слагаемое в выражении (3) и аналогичные члены в выраже­
ниях для 6В и ба будут играть роль свободных членов в уравнениях (2). 
Для их вычисления используем условия равновесия: rij — О, когда все
rij = п] (ncj — равновесные значения rij, соответствующие мгновенному 
значению объема в звуковой волне). Отсюда следует, что свободный 
член в каждом уравнении может быть разбит на слагаемые, пропорцио­
нальные бп) = п] — гг", и притом такие, что в правую часть уравнений 
релаксации будут входить только члены вида 6 rij — б rij. Учитывая это
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следствие условий равновесия и подставляя в уравнении (2) выраже­
ние (3) для б А и аналогичные формулы для б /?, ба, получим

<Ч' .= — [(/ +  1) Т +  /р] (<Ч — 6rtj) -I- /г  (бпм  — 6n|_!) +

+  (/ +  1) Р (бИ;+1   х)   -g—- [  (/ +  1) n°j +  /«i-1 ] +

4" { i f f )у   ̂ l n<>i "I" "b 1) Wi+1 ] +  a° [—  (2/ +  1) +  /Wi-1 — (/ +  1) ”j+i 1 +

+  ( # - ) v l - ( 2 /  +  1)z°nj - /W 4 *  +  j Z b U  +(/■ +  !) (Я  +  N) п°м  ] |  X

X ( 6Z1- 6Zei) (/ =  1 ,2 ,3 , . . . ) .  (7)

Если бы за независимые переменные были выбраны ? \ К, то в уравне- 
ниях (7) отсутствовали бы члены с .

Уравнении (7) отличаются от уравнений (1.11) только заменой Л, В
на у, [3 и наличием добавочного члена с 6ZX— 6Z*. Поскольку Zl являет­
ся «нормальной координатой» для системы (1.11), т. е. одной из пере­
менных, приводящих эту систему к диагональному виду, то преобразо­
вание переменных вида (1.7) должно упрощать (хотя и не обязательно 
диагона лизировать) также и систему (7). Итак, введем новые переменные:

та

2 ml - т т — к
со т

^  /с! ( т  —  Л*)!
А—1

m— к со

2  <%Щ. (8)
j=k

Заметим, что преобразование (8) совпадает с (1.7) в точности, а не только
но форме. Действительно, учитывая, что Z\ =  N A ° / (В0 — Л°) [1), нахо­
дим —  Т/  ( Р  —  г )  =  —  л ° / ( Д °  —  Л ° ) .

Умножая каждое из уравнений (7) на коэффициент при соответст­
вующем rij в преобразовании (8) и суммируя, получим

б |«  =  -  т (Р -  Т) (Ыт -  6&) +  (aVm -  - ^ - Ф т )  (6£i -  ей). (9) 

где
т  ^  ^  со

Пт =  2  ( ^ 5-оГ 2  С? [ -  (2/ +  1) п] +  jn U  +  (/ +  1) п?+х 1, (10)
А=1 ;=А

т  - т-к 00

Фт =  2  с™{b«—~/V>) 2  С} \^JFF +  if f ) У +  0 1 1  +/f—l

+  ( w -  +  W -) l -  /'rt? +  (/■ +  ! ) »?]} • (11)

Форма первого слагаемого в выражении (9) вытекает из расчетов, при­
веденных в приложении к  работе [1]; во втором слагаемом обозначе­
ние Zx заменено на поскольку =  2/rij =  Zx.

Входящие в выражения (10) и (11) ряды легко суммируются, так
как в силу закона Больцмана величины п) образуют геометрическую 
прогрессию. Вычисляя эти ряды и учитывая, что А = В е х р (— hv/kT) ,  
получаем

=  N
hv e~ĥ kT

^ = N]m T i e - ^  (12)
P-m =  <Pm =  0 (m =  2, 3, . . .)
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Таким образом оказывается, что система уравнений (9) без всяких даль­
нейших преобразований уже имеет диагональную форму:

6 L  =  — T -(« 5 « -e S m ),m
где

1 1 _  1 Cva
Т 1  -  Б 0 _ у1о 1  + ci/cYa ~  С у  ’

1
Т т  “  / Л  ( А га °  +  -  > )  •

(13)

(14)

(15)

В формуле (14) через С\ обозначена величина

(kv)2 e - h v / k T

к Т 2 ( i ___ q— hvfkT'jV  ’

имеющая смысл теплоемкости колебательной степени свободы (формула 
Эйнштейна); Су = Суа +  ( \  — полная теплоемкость при постоянном
объеме.

Если бы за независимые перемениые были выбраны V и Т 9 то члены 
о срт  в системе (9) отсутствовали бы, и вместо хг (выражение 14) мы 
нашли бы изотермическое время релаксации х1* =  I /(#° — /1°).

Таким образом, мы видим, что введенные в работе [1] переменные 
имеют свойства «нормальных координат» и для адиабатической рела­

ксации в системе, описываемой уравнениями (2).
В работе [1] было показано, что амплитуды изменения равновесных

значений переменных £т  связаны уравнением 6£>m =  Таким обра­
зом, в звуковой волне малой амплитуды все 6£w, кроме 6£ь являются 
бесконечно малыми величинами высшего порядка малости. С другой 
стороны, приращение энергии колебательных степеней свободы равно 
bUi = h v т. е. внутренняя энергия зависит только от Таким об­
разом, все £т , кроме в звуковой волне малой амплитуды неактивны 
точно так же, как и для случая, рассмотренного в работе [1].

Автор выражает благодарность И. Г. Михайлову за внимание к работе.
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