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АКУСТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ БЕСКОНЕЧНОГО КРУГОВОГО 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ ПРИ СМЕШАННЫХ 

ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ НА ЕГО ПОВЕРХНОСТИ

М . И .  К а р н о в с к и й , В . Г . Л о зо в и к

Рассматривается поле бесконечного кругового цилиндрического и а- 
л учителя со специальными граничными условиями. Часть цилиндриче­
ской поверхности, ограниченная двумя образующими, предполагается 
мягкой; на остальной части поверхности задается радиальная скорость.

Рассмотрим акустическое поле, возбуждаемое бесконечным круговым 
цилиндром -в неограниченной однородной'юреде, внешней по отношению 
к этому цилиндру. Часть цилиндрической поверхности, ограниченную дву­
мя образующими, будем считать мягкой; на остальной части зададим 
радиальную скорость, зависящую лишь от полярного угла. Вопрос сво­
дится к решению плоской задачи для области, являющейся внешностью 
круга .при смешанных краевых условиях на его границе.

Условимся о некоторых обозначениях. Пусть а — радиус цилиндра; 
D  — плоская область, -внешняя по отношению к кругу радиуса а: а <  
<  г <  + ° ° ,  — я  ^  0 ^  я; (г, 0) — полярные координаты точки обла­
сти D ; Ф(г, 0) — амплитуда потенциала скорости.

Задача формулируется следующим образом. В области D ищется дваж­
ды непрерывно дифференцируемое решение волнового уравнения гармо­
нических колебаний

АФ +  /с2Ф =  <V (1)
где к =  (о /  с, 1ш к =  0, АФ =  (1 / г) (д / дг) (гдФ /  дг) +  (1 / г2) (<92Ф / 
/ д02), удовлетворяющее краевым условиям:

Ф(а, 0) =  0, —т <  0 <  т, (2)
- — дФ I д г \ г=а =  Уо(0), т <  10 1 <  я  (3)

и дополнительному требованию, состоящему в том, чтобы функция 
е № ф ( г ,  0), где /  =  — i , а с о — положительная константа, была расходя­
щейся волной. Краевое условие (2) означает, что та часть цилиндрической 
поверхности, которая содержит дугу окружности г =  а, —т <  0 <  т и 
ограничена образующими г =  a, Q =  ± т  является мягкой.

Любое решение уравнения (1) в рассматриваемом классе функций 
может быть представлено в следующем виде:

<х>

Ф(г, 0) =  2  {[AmI U i]( к г ) +  Лт'Н ,р (к г ) ]  cos т о  +
т = 0

+  [ W ( 4 r )  +  Cm'HyrP (кг) ] sin m0}, (4)

каковы бы ни были краевые условия, которым это решение должно удо­
влетворять. Здесь Ащ, Ат,  Ст, Cm — комплексные константы, а Я т (1)(Аг) 
и Я т <2>( к г )  — функции Ганкеля соответственно 1-го и 2-го рода.
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Положим для сокращения записи IImw (kr) = Н т(кг). Если решение 
Ф(г, 0)уравнения (1) таково, что функция ср(г, 0, t) =  е ^ 1Ф(г9 0) яв­
ляется расходящейся волной, то

СО

ф (г, 0, г) =  е ^ ‘ 2  (-4m cos mQ-\-Cm sin т в )  Нт (кг). (5)
т = 0

Изменим обозначения в краевом условии (3), положив F(0) =  
=  — Vo(0). Мы считаем, что V (0) — вещественпая или комнлекснознач- 
ная четная функция, достаточно гладкая при т ^  0 ^  л. Предположение 
о четности функции V (0) упрощает вычисления (в этом случае Ст =  0, 
т =  0, 1, 2, . . . ) ,  по не является существенным; из последующего яспо, 
как поступить, если оно не (выполнено. Дальнейшее изложение посвя­
щено построению наилучшего, в известном смысле, приближения решения 
задачи.

Рассмотрим класс «полиномов» вида
п

in {г, 0) =  2  0) ,
m = 0

где
*фт(г, 0) =  Н т  ( к г )  COS/710,

и А т — комплексные константы.
Каждый из этих полиномов удовлетворяет уравнению (1) и дополни­

тельному требованию: e№fn {r,0) является расходящейся волной. Одна­
ко ни один из них не удовлетворяет краевым условиям (2) — (3), если 
не принимать во внимание не представляющего интереса случая, когда 
Р(0) = 0 и / „ ( г ,  0) ав 0.

Сформулируем определение наилучшего приближения решения по­
ставленной задачи. Мы примем, что для данного п полином

п
Ф„ (г, 0) =  2  A m°Hm(kr) cos m0 (8)

771=0

п —  0, 1, 2 , . . . , (в)

а ^  /* <  +оо (7)

будет наилучшим приближением решения, если он наилучшим образом 
удовлетворяет краевым условиям (2), (3), понимая иод этим то, что он 
минимизирует определенный в вышеуказанном классе полиномов функ­
ционал

х
F n (A 0, A i , . . .  4 „ ) =  $ | Ф (а, 0) — / „ (а ,0) | 2<20 +

О

который ввиду условия (2) можно написать так:
• X

• •

^ п ( 4 о , 4 , ......... 4 n) =  J | / n ( a , 0)  | 2<Z0 +
о

+ п v<e>-(д}п
fir г—а

п  п

(10 — 2  2  AmAv  ̂ (^7п |̂ь)г__ай0 -f-
771=0 v=0 о

+ S  )  „ > ■  <9>
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Здесь черта сверху указывает на комплексно сопряженную величину. 
Обозначая

2 Г 2 п
Оо.(т) =  - )  K(0 )d 0 , Ov(t) =  —J F ( 0 )cosv0 e/0 , (Ю )

Cmv =  ^ ( I ’m l'v) r= a  <20 +  <20,
o Jx d r d r J r=a

( 11)

перепишем формулу (9) так:
я

Fn(AbAt....... А п) =  J | K(0) 12< 2 0 - ~  2 М ф 1 А ' И )  +
Ал

n

m = 0
?i n

kn П
+  2  2  AmAvcmv — ~ ^ \ a v(x)AvHv' ( a k ) ' ^  0.

m = 0v =0  v =0
( 12)

Таким образом, нужные нам константы, Ла°, А,°, . . . ,  А„° определяют­
ся из условия

min Fn (Л0, А и . . . , А п) =  Fn (Л0°, Л Л . . Ап°). (13)

Функционал Fn (AQiA u . . . ,  ЛЛ) является вещественной функцией 
2(д 1) независимых вещественных переменных ат =  Re Лт , Ът =
=  1т Лт , т  =  0, 1, 2,_.. п. Найдем стационарные точки этой функции 
(учитывая, что cmj =  cjm) :

dFn
da,j

дРп

П
— — kn  Re {aj(x)H /(ak)}  - f  2Re 2 :  cmjAm, (14)

7 7 1 = 0

=  kn lm {a; (т) I I j  ( a k ) ) +  2 lm 2  c m jAдь  x - - / .  ■ ------ ^
J  7 7 1 = 0

( /  =  0, 1, 2, /г).

При помощи двух последних равенств придадим системе

(15)

dF n
dav

=  0,
dFn
dbv

=  0 (v =  0, 4, 2 (16)

служащей для определения стационарных точек функции Fn(А0, Ai, . . .  
. . . ,  А„), такой вид:

П кп
2 )  C m v A m  —  Ctv (т) Н\ (ак) (v —  0, 1, 2, . . . , Tl).

7 7 1 = 0

( 1 7 )

Коэффициенты сЩ\  системы (17) вычисляются при помощи формул 
(11) и выглядят так:

Cvv

Cm.v

Соо =  т \ Н 0 ( а к )  I2 +  &2(я — т )  \Н0'(ак) | 2 ,

^ ) i a ( r t ) | . + 5 ( « - t - ^ l j | v « e . | 1

(v  =  1, 2 , . . . ,  п);

1 Г s in (w  +  v ) r  sin(m — v) t

m +  v m — v
[Hm(ak)Hv (a k )~

— k2Hm' (ak)Hv' (ak)], m Ф  v.

4*

(18)
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Остановимся на вопросе о разрешимости системы (17). На каждой 
фиксированной окружности а ^  г <  +  оо всякая конечная совокупность 
функций г|)т(г,0) линейно независима на любом сегменте [т4, тг] ^  
— [—я, я ]. В самом деле: ни одна из функций Нт(кг) не аннулируется 
при указанных г, и сказанное выше утверждение вытекает из линейной 
независимости на указанном сегменте системы функций cos тду т =  
=  О, 1, 2, . . п, для любого конечного п. *

Пусть Еп означает линейное пространство всех полиномов / п(«, 0). 
Из предыдущего следует, что функции 0), т =  0, 1, 2, . . п, явля­
ются базисом этого пространства и что скалярное произведение элемен­
тов /д(а, 0) и gn(a, 0) этого пространства можно определить так:

(/«, g n )  =  J (/«, 8 n )r = a  dQ + ^ ( ~ -  d0-

Каждое из чисел cmv, m, v =  0, 1, . . тг, определяемых формулой (11), 
является скалярным произведением функции ф т(а,0) на функцию 
a|>v(a, Э). Таким образом, определитель системы (17)

det || С щ \  II; m j  =  0, 1, 2 , . . . ,  п

является определителем Грама базисных элементов фт (я, 0), т =  0, 
1, . . и, пространства Еп. Он положителен. Отсюда вытекает однознач­
ная разрешимость системы (17).

Решение (Ло°, А ° ч . . . ,  Ап°) системы (17) дает нам нужную совокуп­
ность коэффициентов полинома (8), являющегося наилучшим (в ранее 
определенном смысле) приближением решения задачи.

Функция Фп(г, 0), как указывалось выше, удовлетворяет уравнению 
(1) и приближенно с ошибкой, равной

6п2 =  min Рп(Л0, А и А п) = F n(A0°,Al°i А п°)у (19)

удовлетворяет краевым условиям (2), (3). Кроме того, ФЛ(г,0) удовле­
творяет дополнительному требованию, состоящему в том, что е*шФп(г, 0) — 
расходящаяся волна.

В силу формулы (17)
п  п  п  п

2  2  Am°Av°Cmv =  2 ^ v° 2  Ат°Сту =  2  ttv (t) Ау°Ну (ак) ,
т=0 v=0 v=0 7п=о v=0

поэтому формула (12), примененная к тому случаю, когда Ао =  Л0°, 
=  Ai°y . . .  у Ап =  Ап приводит к неравенству

2 «** =  - J I V (6)|, t f e - * S  М т ) ^ т ° Я т '(а /с )>  о, (20) 
л  л  * 1 1т т«= 0

которое уместно назвать неравенством Бесселя для рассматриваемого 
случая неортогональных базисных элементов.

Заметим, что, если т =  0, то формулы (18) приобретают такой вид:

Соо =  к2п\Нъ'{ак) | 2,

cvv =  /с2 (я / 2) | Ну (ак) | 2, (v =  1, 2, . . .  у п) у 

cmv =  0, т ф  v * (21)

и система (17) приводит к следующему известному [1] результату: 

ао/ 2  =  кЛоНо'(ак), av =  кАуПу (ак) (v =  1, 2, . . . ,  п) ,
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где, согласно (10), <zo =  a0(0), av =  av(0) — коэффициенты Фурье 
функции К(0). Неравенство (20) в этом случае превращается в класси­
ческое неравенство Бесселя:

—л m—1

Рассмотрим вопрос о том, может ли ошибка в удовлетворении краевым 
условиям быть сколь угодно малой, если п достаточно велико. Исчерпы­
вающее решение поставленного вопроса выходит за рамки данпой статьи; 
однако мы без затруднений получим па него утвердительный ответ, 
если предположим, что решение

о о

Ф (л 0) = . ) B mHm(kr) cos mQ (22)
m=0

задачи существует и, например, таково, что ряд

п

2  Втнт (ак) cos mQ — »- 0
т = 0 п -+  о о

равномерно относительно 0, —т ^  0 ^  т, а

п

к 2  ВтНт (ак) cos mQ V (0)
m=0

равномерно относительно 0, т ^ | 0 | ^ л .  В этих предположениях мы 
имеем

0 <  &„2 =  Fn (A0°9 Л Д  . . . ,  A n0X F n(Bb Ви . . . уВп) =

Х \ П |2 31 
=  $ I 2  ВтНт(ак) cos mQ J dQ +  J | V(Q) —

0 m = 0

n
— к 2  BmHm' (ak) cos mQ 2 dQ —> 0.

m=0 71-УСО
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