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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ В ДИНАМИКЕ УПРУГОЙ
СЛОИСТО-НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЫ

Рассмотрена плоская задача о движении упругой слоисто-неоднород­
ной среды, когда вектор смещения гармонически зависит от времени. 
Плотность среды предполагается постоянной, а параметры Ламе изменя­
ются только в зависимости от одной координаты как непрерывные диф­
ференцируемые функции. Для высоких частот получено асимптотическое 
представление скалярного и векторного потенциала. Изучены точки пово­
рота и на основе функций Эйри найдены равномерные асимптотические 
представления потенциалов, справедливые как вдали от точек поворота, 
так и в их окрестности.

Многие задачи теории упругости не удается рассмотреть в точном виде 
из-за больших математических и вычислительных трудностей. Поэтому в 
динамике упругих сред, как и в теории волн вообще, важное значение 
играют приближенные асимптотические методы, позволяющие получить 
решение задачи с некоторой ошибкой, -достаточно малой -в определенной 
области частот. Для высоких частот эти методы соответствуют геометро- 
оптическому приближению и в последнее (время интенсивно разрабаты­
ваются [1, 2, 3, 4]. При этом их развитие не ограничивается чисто гео­
метрическими представлениями о лучах, но идет в направлении оценки 
волновых свойств как следующего -приближения к собственно-лучевой тео­
рии. Если при -конкретном рассмотрении какой-либо задачи в среде обра­
зуются зоны тени, где ноле в лучевом приближении отсутствует, то учет 
последующих приближений позволяет характеризовать поле как в осве­
щенной, так и в теневой областях, а также па границе между ними.

В окрестности такой границы характер поля изменяется от быстроос- 
циллирующего в освещенной области на быстро убывающий в теневой об­
ласти и асимптотические методы отражают данное обстоятельство. В том 
случае, когда величины, характеризующие поле, удовлетворяют дифферен­
циальным уравнениям с переменными коэффициентами, что является ти­
пичным для волновых задач в неоднородных и слоисто-неоднородных сре­
дах, асимптотические оценки поля связаны с 'приближенными решениями 
дифференциальных уравнений, справедливыми в той или иной области.

Приведем некоторые, используемые в дальнейшем, сведения относи­
тельно асимптотических решений уравнения Штурма — Лиувилля нор­
мального вида (без первой производпой неизвестной (функции | 5])

в окрестности точки о  =  оо. Функцию %(z) будем считать непрерывной 
вместе с  производными, монотонно возрастающей па интервале [a, Ъ J 
(конечном или бесконечном) и имеющей -однократный ноль в точке 
z o ^  [a, b], так что: х(^о) =  0; %'-(z0) =  у  {' =  d jd z ; у > 0 ) .  Если

К ). В. З авадский

( 1 )
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область Dy соответствующую интервалу [а, Ь], представить в виде суммы 
трех односвязных областей: D =  D - +  1)Е +  /Аь расположенных в порядке 
возрастания z, причем %(z) <  —с при z <= %(z) >  е, при z e f l +,
lx(2) I <  8 при z е  /7е (г — малая положительная величина) H 2flG  /Л, то 
общие решения уравнения (1) *в областях D-,  D+ и /Л имеют асимптоти­
ческие представления [6 , 7]:

2 _____  2
I/ Г $ / - • /  ( г )  d z  О» s У*^х1г)(/2-1

Р (*) =  [—  X (*)] " U _ e  г° +  Я_е г» J; г Е Й ;

Г  гЧо S  Vy.(z)dz -ioy J  » ' X ( 2 ) d 2 l

Р (*)= [Х (*)1  Л|Л+е 2« 4- Я +е *. J; г Е « . ;
Р (z) =  Лею (— /)  +  (— г) =

«,/*яй, | - = - с * и -я=  А / Я ; (2̂ /3) //,1,(1) (  2  //;
г |/ Т '  1 11 ч* 1 “з z e /Л,

где t — со‘' у /з (z — z0) , Л_., / 1л_, Л8, /7е — произвольные постоянные,
(х),1Ь/.р{х) — функции Ханкеля первого и второго рода, w(L) — функ­

ция Эйри — Фока [8— 10] (w (t) комплексно-сопряженная ей), удов­
летворяющая уравнению w"(t)  =  tw(t) и связанная с 1Ь/Р(х) формулой

■ w ( t ) =  У з е»(- 1 )  Ч, //<« [ 2 (- I ) 3/2 ( 3 )

Вещественная */.(£) и мнимая v(t)  части функции w(t) (w =  и +  iu) име­
ют следующие асимптотические выражения [8 ] :

и ( 0  =  * " V ’A и ( -  0  =  ( -  ty 'u cos [ 2/з ( -  <)’/! +  - J ] ;

» ( 0  =  Г  г» (—  <) =  ( -  ty 'u sin [ 3/ 2 ( -  г)% +  - f - ]  ; (4)

справедливые при больших положительных и отрицательных t.
Так как общее решение уравнения (1) должно содержать только две 

произвольных постоянных, то -между величинами А~у Л+, В -у 2?+, Ае и Вг 
существуют зависимости [7 ], сводящиеся к равенствам:

/1+ =  А ге^п1̂ (о~1/б\1,к; В. =  7?ее_*(л/4) со_,/бу,/12.

А -  =  {А , +  В ') О) - 1'6 Y,/l2 ; Я -  =  у  (Лг -  Яе) со- 1'6 Y1/12 •
£

Из этих равенств следует:

Л_ =  (Л+ е-<(я/*) +  в + е#(я/4)) ; /iL =  i _ (Л+е-1̂ 4) — В+е ^ ) . (5)
2

Наконец, вводя функцию t ( z )  [ 6 ],

•3
= .2

т(г)
-с

J Ух(*)&- ъ
z^szo ,  t ( z ) =  —

Zo

3
l2^ )  У ~  x ( * ) * J  ,

Zo
Z ^ Z 0

( 6)
можно написать равномерное, асимптотическое решение уравнения (1 ), 
справедливое всюду в D:

P(z)  =  A W {z )\ -'l*w[— c o ?/3t ( z ) 1  + S [ t , ( z ) ] - 1/ ^ [ - iq) 2/st ( z ) ]  ( 7 )

и переходящее (это следует из асимптотических формул (4)) в соответ­
ственные 'выражения (2) в областях Л_, DB и D+. Функция P (z) удовлет-
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воряет уравнению
d2P  Г 1 и

—  - +  [ co2x (s) + 2  {T,2 } J / '  =  0 , (8 )

3 . 4
где {т, z} =  (т " ' /  т') — у  (т" / * ' ) 2 — производная Шварца отт( г )  по 2 .

Так как при больших (о уравнение (8 ) отличается от исходного урав­
нения (1) сравнительно малым членом, то решение — P(z)  незначительно 
отличается от решения p(z) ,  удовлетворяющего уравнению (1). Поэтому 
P{z)  можно рассматривать как главный член асимптотического разложе­
ния p(z).  Следуя Дородницнну [10], уравнение (8 ) называют эталонным 
по отношению к исходному уравнению (1). Точка 20, в окрестности которой 
быстро осциллирующий характер решения в области /)+ изменяется на 
быстро убывающий (возрастающий) в области D-,  называется точкой по­
ворота, области D+ и D -  — волновой и неволновой областями.

Рассмотрим теперь в декартовой системе координат х, у, z упругую изо­
тропную неоднородную среду, в которой вектор смещения U(x, у, 2 , t) 
удовлетворяет уравнению движения [ 1/1 , 1 2 ]

Р
д'Щ
~дР

=  (A ,+ | i)V (V U )-f pV2U +  VX(VU)  +

+  Vfx X ( V X U) +  2 ( VfxV ) U
d(v  = д , d

Vx H---- — ?'1J +dx dy dz
c,  ).

Будем считать, что плотность среды р является (постоянной величиной, 
а параметры Ламе л, ц являются непрерывными дифференцируемыми 
функциями Я (2 ) , p.(z) координаты z. Ограничимся рассмотренном такого 
движения, когда вектор U расположен в плоскости х2 , не зависит от у и 
зависит от х, L как множитель охр [ —/со(£ — v x )] .  Согласно формуле 
U =  Vcp+ V X  (t|>ef/), введем скалярный ср и векторный г|) потенциалы, а 
также величины S, Т, связанные с ср, ф выражениями:

(Я +  2ц) (у"  — o)2v2cp) =  S, ц (ф " — o)2v2\|>) =  —Г, (10)

где, как всюду в дальнейшем, штрих обозначает производную по 2 . В ра­
боте [13] показано, что для рассматриваемого случая движения уравне­
ние (9) будет удовлетворяться, если S, Т удовлетворяют следующей си­
стеме уравнений:

S" +  (z)S -  соде-* Т +  — S— — .  ( Г  -  mvS  +  о)-‘  qS' +  Щ Т ) =  0,
° Q ( II )

Т "  +  co2X2 (z) Т +  *>q СГ2 S — ------ 4 - 7 - г (S' -  m vT +  о>~' q V  +  ivqS) =  0,
0) +  о)- *1 ql

где введены обозначения: X \ ( z )  =  c r 2(z) — v2, Хз(з) = c t2(z) v2,
=  I (Я +  2 ц /  p) ] 1/2 — скорость продольных волн, Ct =  (ц /  p ) ,/j —- cko- 

рость поперечных волн, q =  \i\c%ct . Целесообразность перехода от потен­
циалов ср, ф к-величинам S, Т обсуждалась в работе [13]. Поэтому не оста­
навливаясь-подробно на методической стороне использования величии S, Т 
вместо потенциалов ф, ф, обратимся непосредственно к интересующим нас 
свойствам уравнений ( 1 1 ).

Исследуем решения дифференциальных уравнений в асимптотическом 
приближении, когда о  велико. Следуя методу Лиувилля, сделаем замену:

=  С&* +  С2а (z) е® У К**1*,

T(z) =  СгёЧК*** +  Cib (z )e toS ^ ^

170



гдо С1, Сг — произвольные постоянные а (2 ) , P(z),  a(z),  b(z) — неизвест 
пые функции, интеграл <в показателе экшонеиты — неопределенный. Тогда 
S и Т будут удовлетворять уравнениям (11), если а, р, а, Ь удовлетворяют 
следующей системе четырех нелинейных дифференциальных уравнений:

___2 _  .. I a' — qcC2b , g W  +  q*xi +  q'ab +  ivq' ,
a —  Xi i  I---------------------------- -̂------------------------- r

+

CO or
q2a' — q3ct~2b +  q'qivb — qq'a +  q'b'

CO'

—pz _  y„ 1 P' +  ЯсГ 2а +  g2P2 +  </2X2 — +  ivq '

+

CO CO2

q2fi' +  q3c r 2a — q'af — q'qfi — q'qiva
-------------- *------------S T ------------------------

_ a +  Xij _  2fl'P +  gp/ — g c r 2 +  a" +  д2сф2 +  д2аул +  g'f, +  q'iva +

+

CO O'1
2a'g2P - f  q2af/ — qsct~2 ~  <}'qa$ +  ? '? iv  q2a" — qq'a'

CO,3 со'
(13)

, , ,  i , 2b'a +  ba' +  c,~2q ba2q2 +  g2xzb +  b" — g'ct +  ivq'b
—&(а2 +  Ы = ----------------------------- Ь ‘----- :------------------- ;-------------------------- h

+

со CO2

2 &'g2a +  <l2ba' +  q3c r 2 — q'qab — q'qiv q2b"  — qq'b'
со- + со'

Если (о велико, то, полагая a (z) =  a0(z) +  ai^Jco"*1 +  . . . ,  p(z) =  
=  Po(z) +  Pi(z)o) - 1 +  . . . ,  a(z) =  a0(z) +  a* (z) g) - 1 +  . . . ,  b(z) =
=  b0(z) +  bi(s)o )" 1 +  . . . ,  из уравнений (13) находим: a0 =  -Ыхt‘/j;

oi =  —  |  X t7  xi); po =  ±SX2 ,/2;
| yficj ]$*CI

Pi =  — 7  —  ; ao =  bo =  0; ai =  —------ 7 ; b{ —  —------ где k =  k(z)  =4 X2 № — y,z IP — yj '
to , . to=  —-------- волновое число продольных воли, х  =  x(z)  = ------------ волновое

С/(2 ) C,(z)
число поперечных волн. Тогда для S и Т получим следующие асимптоти­
ческие выражения:

6” ^  С , х г ' / ‘ е1<0 У / X ,  (2)<сг _)_ co_ I x 2_ v ‘ сг *  ?  2 e iQ )i v х , (z)<r«
/ь " %

+  C,xrV« w *  +  со- 1 а , ХГ,/‘е-|“ 1/х*<г>,i2,

Г =  Csx r v̂ “ "г +  и"1 f i  x r v‘ eiwl^ W dz +/t ■1 X

+  « - 1 Х .- 'Л с 4 ^ ^  . p - i со У / х ,  (2) dz
к 2  —  У 2

(14)

где C i . . .  С/, — произвольные постоянные.
Чтобы перейти от величин *5, Т к потенциалам ср, \р, необходимо рас­

сматривать равенства (1 0 ) как неоднородные линейные уравнения для по­
тенциалов ср, ф, в правой части которых стоят функции S, Т. При этом, как 
показано в работе [13], общее решение Ae~™z +  Be™z (А, В =  const) 

* однородного уравнения (Ру /  dz2 — v2cь2у  =  0 не должно учитываться, так 
как оно но влияет на вектор -смещения U. Было бы также излишним поль­
зоваться точными формулами работы [13], (позволяющими по известным
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*Ь\ Т найти потенциалы ф, ф, так как сами (Величины S, Т определены с ио- 
грешностью 0 (со-2) . Поэтому, учитывая данные обстоятельства, ыа основе 
приближенных выражений (И ) для функций S, 7Т, можно получить при­
ближенные выражения для потенциалов ф, ф, удовлетворяющих равенст­
вам (10) с ошибкой порядка со"2. Опуская несложные выкладки, имеем:

где (\ . . .  С\— произвольные постоянные (вообще говоря, отличные от 
Сi . . .  64 в формулах (14)).

Пока что не было сделано никаких предположений относительно зна­
ков функций Xi(z)y Xz(z) в рассматриваемой области. Нетрудно показать, 
что асимптотические выражения (14) и (15) справедливы при любом знаке 
Xi(z)y Xz (z) • Ксли, например, Xi(z)> %2(z) больше нуля, то асимптотические 
решения имеют смысл продольных и поперечных волн, распространяю­
щихся с некоторыми фазовыми скоростями в направлениях ± z . В обрат­
ном случае, когда Xi(z) или Xz(z) меньше нуля, соответственные члены и 
(14), (15) убывают (или растут) экспоненциально с  ростом z. Однако 
случай Xi(2) 0 ,’ Хг(2) - ► 0  (в окрестности точек zb z2), а также cf(z) -*■с(
(при z — Zj) не охватывается полученными асимптотическими решения­
ми, так как при этом выражения (14), (15) содержат расходящиеся чле­
ны. Относительно равенства скоростей продольных и поперечных волн 
можно не беспокоиться, поскольку в реальных упругих средах параметры 
К ц всегда положительны и c t <  с/; но точки поворота zit z2, в которых 
Xi(z), Xz{z) обращаются в нуль,

и их окрестность нуждаются в более детальном рассмотрении.
Без ограничения общности будем считать, что <в некоторой области 

z ^ D  функции Xi(z) ? Xz(z) монотонно растут от отрицательных значе­
ний вблизи левой границы области (считая по направлению оси z) до по­
ложительных — вблизи правой границы, обращаются ib -нуль в точках zt и 
z2 соответственно равенствам (16), так что Yi >  0, у2 >  0. Всюду в D 
ci(z) >  ct (z),  что дает неравенства Хг(2) >  Xi(z), zt >  z2. Положим, что 
D =  D -  +  /\ , +  D± +  Д», +  /?+, причем в I ) -  функции Xt(z), Xz(z) одно­
временно отрицательны, в /)+  — положительны, в D±%z(z) >  0, но 
Xi (z) <  0; /?8„  Dе, есть окрестности точек z2, z\. Асимптотические решения 
(14), (15) не годятся® этих окрестностях.

Рассмотрим, например, © в2, где |xz(z) | <  е. Сохраняя в уравнениях
( 1 1 ) члены -порядка со2, со и пренебрегая членами 0 ( 1 ) , а также ограничив­
шись первым членом тейлоровского разложения функции Xz(z) вблизи 
точки z2, имеем

Г "  +  co2Y2( z  -  z2) Г  +  соq cr2S =  0; S "  +  со2х« (z)S  -  соq c r 2T =  0. (17) 
Тогда выражения

(15)

X i ( * 0 = 0 ,  X i 4 * i ) = Y i ;  X2 (z2) = 0 , (16)

z

S ^ A ( —  Xi У '1' e
-о) $ V - У . v ( z ) d z

+  B ( - X  у)-'ие
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2
-o) J‘ V-'A,{z)dz

+
2

+  Я ( - х О " ,/‘ «  2'
со i‘ У X, (г) г1г

(18)
где Л, S  — -произвольные постоянные, P (z, у&) — общее решение эталон­
ного уравнения (8 ), удовлетворяют уравнениям (18) с относительной 
ошибкой в области 1)Е; порядка о)-2. Поэтому выражения (18) можно рас­
сматривать как асимптотическое представление величин &\ Т в окрестнос­
ти точки поворота z2. Аналогично исследуется окрестность точки ziy но на 
этом не стоит останавливаться, так как из «выражения (18) становится 
ясным, в каком виде необходимо искать равномерное асимптотическое 
представление для величин S, Т и для потенциалов <р, г|), справедливое 
всюду в D .

Действительно, рассмотрим выражения:

где P (z , хО, P { z, %z) — общие асимптотические решения уравнения 
Штурма — Лиувилля (1) с функцией %(z), равной соответственно %i(z), 
%2(z )y либо точные общие решения эталонного уравнения (8 ). На основа­
нии асимптотических формул (4) для функций Эйри, через которые 
P(z , х) выражается в виде равенства (7),  нетрудно убедиться, что Sa(z), 
Ta(z) в областях />-, D±, D+ дают для Sy Т асимптотические представле­
ния, совпадающие с представлением (14). Отметим также, что если вос­
пользоваться уравнением (8 ) , которому удовлетворяют P(z, х0 > P ( z> Хг)? 
то для Sa (z) у Та (z) получим следующие уравнения:

Sa" +  Sa'(2Q~2Q' -  2Q -1616 /  -  2Si62Q -2Q') - f  
+  Sa{Q~2Q "  +  RiQ- 1 -  Q -^V 'S, -  2 Q -4 i% %  -  а - Ч Г б А  - -  

-  Q-Vti6A )  +  7 V ( - 2 б /О -1) +  -  2 Q-*Q'6i' -
-  Q -ijR A t +  О^б,Л2) =  0,

Та" +  Та' ( - 2 П - 2№ -  г О ^ б А ' -  26i62Q‘ 2Q ') +
+  Ta(Q -2Q "  +  R2Q~l -  Q -'828i"  -  2Q-2Q'6i'82 -  

-  Q- 2Q " 6A  -  Q -lRi6162) +  Sa' ( - 2 б /Й "1) +
+  S a ( - Q - ^ 2"  -  2£2-2Q'S2' +  Q -* b R t  -  Q - {82R 2) =  0,

n 2 =  co2X2 (z) +  72{t2(z) , z} . Функции т , (z),  T2(z) определяются согласно 
равенству (6 ) ; {t (z), z} — производная Шварца. Величины Sa, Та удов­
летворяют уравнениям (2 0 ), отличающимся от уравнений ( 1 1 ) только 
малыми членами 0 (1 ) , в то время как большие (при (»>->-оо) члены по­
рядка о  и o)2ib уравнениях (И ) и в (2 0 ) совпадают.

(19)

где

Rl =  0>2Xl ( 2) +  2 (20)

173



Поступая так же как при определении потенциалов ф, ф в виде формул 
(15), получим для ср, ф асимптотические выражения:

фа (z) =  Р  (2 , хО +  G) - 1 —  Р  (Z, Хг),
Х (21)

Ч>« (г) =  Р  (2 , Х2) +  со- 1 Р (Z, У.О •

Система уравнении, которым удовлетворяют фа(г), фа(я). совпадает 
с системой (20), но при атом надо положить 6 i =  о)_1 [/г2( / /  (х2 — А2)] ,  
62 =  О)” 1 [x2g /  (к2 — /c2)J. На основании всего сказанного, уравнения (20) 
можно назвать эталонными уравнениями при рассмотрении асимптотиче­
скими методами исследуемого частного случая волнового движения в упру­
гой слоисто-неоднородной среде.

Рассмотрим подробнее выражения (21) для потенциалов ф«(z ), фа(г). 
Запишем их в развернутом виде через функцию Эйри — Фока:

Ф а  ( 2 ) =  C l \Xi(z)  ]_,/г W [— С0г/зТ1 ( г )  ] +  С 2со -1 ^  ? , 2[т 2/(2 )]-'^  i/;[— co;/jT2(z ) ]  - fX" Л

+  Сг w w r ' '  W [ - « Ч  (z) ] +  С4(0-* [т2' (Z)]-V* г» [ - « * * ( 2 ) 1

Фа(z) =  Сг w (Z)]-'Л [—сог/зт2 (2 )] +  (о" 1 (z )]~'/г [—(0!%j (2 )] +

+  с ,  ы  (2 ) [ - со*Ч2 (Z) ] +  со- 1 Сз [ т / (2 ) ю [ -< 0% , (z) ], (22)
X п.

где C t . . .  64 — произвольные постоянные, Ti (2 ) , тз(г) определяются фор­
мулой (6 ) при замене функции %(z) на %i(z) или на хг(^) и при нижнем 
проделе интегрирования, равным соответственно z4 и z2. В асимптотических 
выражениях (22) учтены члены порядка or-1. В этом приближении сущест­
венной является связь между потенциалами <р и ф. В отличие от одно­
родной упругой среды, когда четыре произвольных постоянных (имеется 
ввиду аналогичный случай движения [14]) попарно входят в выражения 
для ф и для ф, в данном случае потенциалы ф, ф зависят каждый от всех 
постоянных C i . . .  Ci. На аналогичную структуру выражений для ф и для 
ф было указано в работах [15,16], где исследовались частные случаи 
упругих слоисто-неоднородных сред. Поскольку волны обоих типов — про­
дольные и поперечные (U =  XJe +  U*; и* =  Уф; U< =  V X  (ф — еу) — 
при распространении в упругой слоисто-неоднородной среде испытывают 
взаимное превращение во всем объеме среды, то оказывается невозмож­
ным распространение только продольных (ф Ф  0, ф Ф  0) или только по­
перечных (ф =  0; ф Ф  0) волн. Однако последний вывод относится толь­
ко к рассматриваемому классу упругих сред, для которых: р =  const, 
«1 ф  const; q ф  0 .

В работах [12, 16] показано, что в некоторых упругих слоисто-неодно­
родных средах могут распространяться продольные волны, не возбуждаю­
щие поперечных. В других классах сред поперечные волны могут не воз­
буждать продольных.

Если пренебречь в выражениях (22) членами порядка со-1, то получим

Ф « а ( * )  =  С х Ы  { z ) ] - ' l * w [ — Ы % , ( 2 ) ]  +  с 8 [ г / ( г )  ] - % « » [ — ( г )  ] ,

фаа(г) =  C2 [t2/ (2 ) ] - '/w [ —0Г/5Т2 (2 ) ]  +  С4[т2'  (z) ) [ — (i)5/sT2 (2 ) ) . (23)
В этом, более грубом приближении к собственно-лучевой теории, продоль­
ные и поперечные волны распространяются независимо.



Наконец, заметим, что если обозначить через С У , «'•У-, С̂ +, Сз+ произ­
вольные постоянные в асимптотическом решении (15) для тех областей, 
где Xi(3) отрицательна (С~) или положительна (С+), то на основании ре­
шения (22) и асимптотических формул (4) для w, w мы получим

С г  =  C i + e - W V  +  C s + e ^ h  С г  =  ( I  / 2) (C i+e-W ) __ С3+е<( «/*)). (24)

•Равенства (24) не отличаются от вышеприведенных формул (5). Анало­
гичные соотношения справедливы для постоянных Г2- , C/~(z <С zz, 
» ( * )  <  0) и С2+ С с  (z >  г2, %>(*) >  0).
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