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РАСПРЕДЕЛЕННОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ С ЗАДАННЫМ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ОБЪЕМНОЙ СКОРОСТИ, 
РАСПОЛОЖЕННОГО В КЛИНОВИДНОЙ ОБЛАСТИ

М . Л . С а хар ова

Рассматривается задача о поле направленного излучателя, располо­
женного в клиновидной области с идеальными гранями. Найдено точное 
выражение для ноля и выведено его асимптотическое представление 
в виде произведения сомножителя, отвечающего сферической волне и 
функции, определяющей характеристику направленности.

Показано, что для некоторых частных случаев пространственного 
распределения источников объемной скорости характеристика направ­
ленности может быть представлена в виде произведения характеристик 
направленности распределенного источника в свободном пространстве 
и сферического источника нулевого порядка в клиновидной области.

Ранее [1] было получено асимптотическое представление поля точеч­
ного источника нулевого порядка, помещенного в клиновидную область, и 
было показано, что на больших расстояниях от ребра клина оно имеет вид
—д~~ Ф(б, ф)? где R  =  Уг2 +  z2 — расстояние от начала координат до
точки наблюдения, ср — полярпая координата точки наблюдения и 
г =  R  cos G, 2  =  R  sin 0 (см. фиг. 1).

Представляется интересным отыскать асимптотическое представление 
для звукового поля распределенного источника с заданным распределени­
ем объемной скорости, помещенного в клиновидную область с идеально 
жесткими или идеально мягкими гранями.

Найдем сперва точное решение задачи о ноле распределенного источ­
ника в клиновидной области. Пусть в клиновидной области Г, определяе­
мой в цилиндрической системе координат (г, ср, z) неравенствами 0  <  ср <  
<  Ф, 0 <  г <  оо, |zj <  оо (см. фиг. 1), требуется найти непрерывную 
в замкнутой области Т * функцию P{r,  ср, z; к) (при фиксированном к для 
Im к  ^  0 ), удовлетворяющую следующим условиям:

1 ) для точки (г, ср, z) G f  функция P{ r , ср, z; к) удовлетворяет уравне­
нию (Д -\-к2)Р  =  — 4л;/(г, ср, 2 ) , где /(г , ср, z) некоторая интегрируемая 
функция, отличная от нуля лишь в некоторой подобласти D  области Т\

2) на каждой грани функция P(r, ср, z; к) удовлетворяет условиям Ди­
рихле или Неймана, а именно:

а) Р =  0 ири ср =  0, Ф;
б) дР/дп =  0 при ср =  0, Ф;
в) дР I дп =  0 при ср =  0, Р  =  0 при ср — Ф ;

3) Р(г,  ф, z; к) удовлетворяет принципу погашаемое™, т. е. является 
аналитической функцией параметра к в области Im к >  0, непрерывной

* К границе области Т, которую мы обозначаем через S, мы относим грани Г, 
определяемые неравенствами 0 <  г <  оо, |z| <  оо, ср =  0, Ф, а также точку г =  0 
(ребро клина) и бесконечно удаленную точку.
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по к функцией при Im к ^  0 в области Т — D  и ограниченной для любого 
комплексного к в области Im к >  0.

Поставленная задача имеет единственное решение [2 ] , которое мож­
но написать в виде [3, 4]

Р (г , <р, я; к ) =  J G(r,  «р, z; р, яр, £)/(р , ф, ( 1 ) .
В

где G — функция Грина, представляющая поле точечного источника в за­
данной клиновидной области с идеальными гранями. Она может быть вы­
ражена интегралом Зоммерфель- 
да [5 , 6  ].:

G(r,  Ф, z; р, ф, g) =
1  » eihR(a) f

S(ct +  q>)da. (2 )= - 1 д
/.rhi J4Фг^ L { a)

iJmcc

-я 0 /r Rea

Ф иг. 2

Контур у показан на фиг. 2. /? (а) =  У  г2 +  р2 — 2rp cos а  (z —  £ ) 2 
р, ф, $ —  координаты точки области D. Функция S имеет вид S (а +  (р) =  

ТС Л— c.tg 2 Ф (а +  ф —  Ф) —  ctg —  (а +  ф +  Ф) при условии G =  0  на гранях
<р =  0 и ф =  Ф. При условии dG j  дг — 0 на гранях ф =  0 и ф =  Ф функция

зх л
S принимает вид £ (а  +  <р) =  c t g ^  (а +  ф —  t )  +  cb g ^ - ( «  +  Ф +  -ф). 
Наконец, при условии dG j  дг =  0 на грани ф =  0 и G =  0 на грани 

<р =  ф  МЫ имеем S (а +  q>) =  —  [ctg  А  (а —  ф +  ср) —  ctg ^  (а —  2Ф 4-

+  S’ +  ф) +  ctg ^ ( а  +  $  +  ф) - c t g ^ (a  — 2Ф — ф +  <р)].

Для функции G (2) можно написать следующее асимптотическое пред­
ставление [ 1 ] , справедливое при условиях

О, kR (R
О

,ikR

R V ,

(3)

(4)

где функция XV =  F(p,  ф; 0, ф) e~ih sin °£ является характеристикой на' 
правленности точечного источника в клине * и

* Подчеркнем, что здесь и в дальнейшем характеристикой паправлеппости мы 
будем называть множитель, зависящий от угловых координат, стоящий при функ­
ции eihR /R, где R — расстояние от начала коордипат до точки наблюдения. Прп 
соблюдении условий (3) это определение совпадает с обычным определением харак­
теристики направленности в соответствующей угловой области.



F (p, 4>; 0, <p) =  У  е ' « ф>/лт/ф(/ф cos 0) X
m = \

[X I C O S  — 7—  ( c p  —  Ф ) —  c o s - ^ -  ( t p  +  Ф )
( 1) Ф

для G =  0 при (p =  0. Ф. (5a)

oo
^(p, 'Ф; о ,  ф) = —^ 7-/о (/ф  COS 0)H--- 7 7̂ - 2  ei(:t,m/2<D)̂ W.i. (/ф cos 0) X

Ф

Г лт , , , ЯГП ,X cos —£-(<р — г|)) -|- cos—— (ф +  1|))

Ф ш= 1

Ф Ф Д Л Я
3G
~дг

=  0 при ср =  0, Ф. (56)

сх>

х

t  ( Р ,  ф; 0, ср) =  "  2 е*(л’т/4ф)/лт/2Ф( кр  cos 0) х
т = 1

пт , ч я т  , __ , . , пт ,
C O S  ф  —  *ф )  —  C O S  ( ф  —  2Ф +  г|)) +  C O S  —  —  ( ф  + •  ф )

2Ф 4 г г/ 2Ф 1 Т/ 1 2Ф
пт 1 dG

— cos ~2ф ^  ~~ I Для ==  ̂ ПРИ ф =  0

G =  0 при ф =  Ф. (5в)

Покажем теперь, что для функции Р(г, ф ,  z; /с) (4 ), представляющей 
в клиновидной области поле излучателя с заданной функцией распределе­
ния источников / ( г ,  ф ,  z) в области D, имеет место следующее асимптоти­
ческое представление:

Р(г, Ф, z; к)
,ikR

Ф ( 0 ,  Ф ) , (6а)

де множитель

ф ( 0 ,  ф )  =  $  Р ( р ,  ф ;  0 ,  ф )  e - i h 6,п ° £ / ( р ,  ф ,  £ ) р ф с й | н 7 £  

D
(Об)

определяет характеристику направленности источника. Действительно, 
заменим в формуле (1) функцию G ее асимптотическим представлением
(4); тогда получится написанное выше асимптотическое представление 
(6а) с точностью до членов порядка (3).

Покажем также, что поле излучателя с той же функцией распределе­
ния /(г , ф ,  z) в свободном пространстве можно представить на больших 
расстояниях, с точностью до членов порядка (3), в виде

Р 0( г ,  ф ,  2 ;  к )
епт

II
Ф0( 6 , ф), (7а)

где
Фо(0, ф) =  $ е-^рсов0сов(ф-Фьод»1пе/(рэ rQ)9 dpd\\>dl (76)

Функция Грина G0 источника в свободном пространстве равна 
[ eikn&~W /  7? ( ф  — ф ) , R  ( ф  — ф) =  Уг2 +  р2 — 2гр cos (ф — ф) +  ( z  —£)2;
I с точностью до членов порядка (3) ее можно представить в виде

I

,ihR
G,

R
Q i k р c o s  е  c o s  ( Ф - * ) - В Д  si ll  0_
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Подставив это выражение в формулу

Ро(г, ф, z; к) =  ^ Go {г, ф, z; р, ф, £ ) / ( р, ф, О р ф  йф ф ,
D

аналогичную формуле ( 1 ), приходим к асимптотическому представлению 
поля распределенного источника в свободном пространстве (7а). М

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи распределения объем­
ной скорости ,в заданной области D , определяемой неравенствами:

IРц Р ^5 РМ,
D  -I фц <  ф ^  фм,

Положим, что функция / ( р, ф, С) может быть представлена в виде про­
изведения / ( р, ф, ?) =  f l ip )h iФ)/з(С)- Тогда функцию Ф (6 , ф) (6) мош- 
по написать в виде

рм +М Iм

Ф (в, ф) =  ^ $ F ( p ,  ф; 0, ф )/| (р )/г(Ф )р ф й ф  $ е -<йЬ8|пв/з (О Ф . (8)
г

а функцию Фо(0, ф) в виде
рм ?м 5м

Фо(0 , ф) =  5  $ е_! ftp cos 0 cos(qi- « / . ( р ) / 2 (ф )р ф й ф  5 С - ^ 8‘П0/3(О Ф - (9)
р Ч5

Если область одномерна и представляет собой отрезок (р =  ро, 
ф =  фо, ^  ^  £м), расположенный вдоль оси 2 с заданным распреде­
лением /з {%), то

Iм

Ф(е,Ф) =  ^ (р 0,ф 0; 0, ф) $ е - « 8‘“ 0/ 3(О Ф ( 10)

И
См

Ф0 (6, ф) =  cos Сч>-Фо)  ̂ е - т  sin е f 3 ( р  dg. ( И )

Из сопоставления формул (4а), (10) и (11) видно, что |Ф| =  |ф| |Фо|, 
т. е. модуль характеристики направленности такого распределенного из­
лучателя в клипе равен произведению модулей характеристик направлен­
ности сферического источника нулевого порядка в клине и распределен­
ного излучателя в свободном пространстве.

Если область распределения О  представляет собой дугу (р =  ро, 
£ =  ,£о, ^  ф ^  фм) с заданным распределением источников, то рас­
сматривая для определенности случай клина с мягкими гранями, мы по­
лучаем

Фдг
2 _

ф  ((). ф) =  е -* кЬ sin е J ^  вг(я*ж/2Ф)/яш/ф(* ро cos 0)
Ф

пт
cos—т— (Ф — ф) —

Ч\, т = 1
Ф

I»
оо

яте 1
—  cos

ф
(ф +  ф) с?ф =  sm 9 2 —  е < « Ф ) 7пт/ф (/ф0 cos 0) X

t-

яг
w , . яте . . я т е
X  I sm (фм —  ф) — sin (фц —  ф) —

<[) Ф
яте . . я т е  . I

— s m ^ r -  (фм +  ф) +  s m —  (фц +  ф) J •
Ф

(1 2 )
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Перестановка суммирования и интегрирования в формуле (12) законна, 
так как ряд (5а) сходится равномерно в области значений параметра 

^  Ф ^  грм- Аналогично можно найти характеристику направленности 
для данного вида распределения и для случая клина с жесткими гранями 
и клипа с мягкой и жесткой гранями.

Для одномерной области D, расположенной в плоскости, перпендику­
лярной к ребру клина (ф =  г|>0, £ =  £о, Рд ^  Р ^  рм), при /i(p )  =  1 мы

90°

получаем, рассматривая случай клина с мягкими гранями, следующую 
формулу для вычисления характеристики направленности

М  с о

Ф (0, <р) =  6,п 0 J ~  ^  cos 0) X

[■

Ф
т = 1

пт пт
X I cos — (ф — фо) — cosФ Ф

(ф +  фо) J р dp =  e~ikZ°8ln 0 2п
Ф (к  cos 0 ) 2

X

X  2  |е,‘(п?,п/гф) [cos  (ф — ф0) — cos Пт
\ 7 П =  1

Ф Ф (ф +  фо) ]  X

X  Гр 2 w ® )+ 2 ft+ 1 (/ср COS 0) — 2 2  2  Лят/ф)+2М-2г+г(/фСО8 0)1 || . (Щ
L А = 0 h = 0 r = 0  J  ^  ' М

Сделаем несколько замечаний о вычислении характеристик направлен­
ности распределенных излучателей, расположенных © клиновидной обла­
сти. Из формул (10), (12), (13) видно, что в выражения для характерис­
тик направленности входит ряд по Бесселевым функциям. Суммирование 
производится по индексам этих функций, поэтому ряды являются абсо­
лютно сходящимися. Количество членов, которое следует учитывать при 
расчетах, а также быстрота изменения функции Ф (0 , ф) зависят от соот­
ношения параметров Ф, /фо, *ф0, т. е. от угла раствора клина, частоты и 
расположения излучателя. Как показывают непосредственные расчеты, ко­
личество членов ряда mQ) которое нужно учитывать при расчетах, можно 
риближепно определить из правила: индекс Бесселевой функции дол­

жен быть примерно равен аргументу (для достаточно больших значений 
индекса, т. е. для малых углов раствора клина). Так, например, для ряда
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(12) следует взять при расчетах то ~  /сроФ / я. Изрезанность диаграммы 
направленности получается тем больше, чем меньше раствор клина Ф и 
чем больше величина /фо-

Для примера на фиг. 3 представлены диаграммы направленности для 
некоторого конкретного линейного излучателя, расположенного вдоль оси

z в клиновидной области. Клиновидная область 
имеет раствор Ф =  20°, ограничена мягкой и 
жесткой гранями; <р =  фо =  0°, &р0 — 10,4.0

/
s N

\
\

\
\

\

I

I
I

М

ш /
W /
'/

В свободном пространстве (кривая ./) излуча­
тель имеет характеристику направленности вида 
Фо =  с о й  (л /  2 cos ())8. Характеристика направ­
ленности сферического источника нулевого по­
рядка в клиновидной области представлена кри­
вой 2. Наконец, сплошпая кривая 3 дает резуль­
тирующую характеристику направленного излу­
чателя в клиновидной области.

90

Фиг. 4 Фиг. 5

На фиг. 4 показаны диаграммы направленности того же излучателя, но 
для случая клиновидной области с раствором Ф =  1° и с мягкой и жест­
кой гранями; /ср0 =  125, *фо =  ср =  0°. Кривая 1 по-прежнему изображает 
диаграмму направленности излучателя в свободном пространств, кри­
вая 2 — диаграмму направленности сферического источника в клине, по­
мещенного в точке ро, %  и кривая 3 — результирующую характеристику 
направленного излучателя в клине. Из сравнения фигур 3 и 4 видно, как 
резко увеличивается изрезанность диаграммы направленности при умень­
шении угла раствора клипа и увеличении Л:ро и насколько уменьшается 
чувствительность излучателя.
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На фиг. 5  представлена диаграмма направленности по 6 при фиксиро- 
ванном ср =  6° распределенного источника, расположенного в клиновид­
ной области раствора Ф =  18° с мяг­
кими гранями. Источник располо­

жен при 0° <  i|) <  12°, ро =  140 ле,
I  =  0 , к =  0,418 1  /м, частота раина 
100 гц. Источники объемном скоро- 
стн распределены равномерно вдоль 
дуги 6° ^  ф ^  12°. Кривая 2 пред­
ставляет диаграмму направленности 
данного источника в клиновидной об­
ласти, кривая 1 — диаграмму на­
правленности этого источника в сво­
бодном пространстве.

Кривая 2 на графике 6  представ­
ляет собой диаграмму направленно­
сти по ср того же источника при фик­
сированном 0 =  0°; окружность 1 — Фиг. 6
диаграмму направленности того же источника в свободном пространстве.

В заключение автор пользуется случаем выразить благодарность Л. А. 
Тужплину н И. Л. Урусовскому за ряд цепных консультаций.

ноля точечного
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