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О ВЛИЯНИИ РЕБРА КЛИНА С КОЛЕБЛЮЩИМИСЯ ГРАНЯМИ 
НА ИЗЛУЧАЕМУЮ ЗВУКОВУЮ МОЩНОСТЬ

М . Л .  С а х а р о в а

Исследуется звуковая мощность, излучаемая колеблющимися по гар­
моническому закону гранями произвольного клипа, когда нормальная 
скорость колебания распределена вдоль граней в виде незатухающей 
волны, бегущей перпендикулярно к ребру клипа. Показано, что актив­
ная часть мощности, излучаемая вследствие наличия ребра клина, в об­
щем случае не равна нулю, как ото имеет место в задаче с постоянным 
распределением скоростей на гранях. При колебании одной грани (другая 
грань неподвижна) краевой эффект появляется только лишь, если период 
распределения скоростей на грани кп меньше, чем длина волны звука /. 
в окружающей среде.

Известно [1J, что когда но некоторой бесконечной плоскости бежит не­
затухающая синусоидальная волна нормальной скорости, то плоскость 
будет излучать н окружающую среду, если длина бегущей по плоскости 
волны больше длины волны в свободном пространстве к, и не будет 
излучать, если кп <  к.

Пусть по бесконечной плоскости S бежит волна нормальной скорости 
V — V<x>eihr со*а, где к — волновое число в окружающей среде, а — неко­
торый вспомогательный параметр. Задание нормальной скорости в таком 
виде позволяет рассмотреть бегущие волны любой длины. Действительно: 
допустим, что к — вещественно и положительно. Если а — вещественно 
и положительно, то кп <  к, т. е. кп >  к, если же а — мнимое число 
(а =  i(i, р >  0), то кп >  к и Хп <  к.

Поле звукового давления Р, возникающее над плоскостью, имеет вид 
плоской волны; давление на поверхности будет

Р | s =  pc Vooeihr C0S а I sin а,

где р и с  — плотность среды и скорость распространения звука.
Плотностью излучаемой с единицы поверхности звуковой мощности мы 

будем называть величину

W „  =  * R c ( / , V , ) | s =  -<!  R C p C lt/” |2 e iM cosa—cos а»),
2 2 sin а

где * — знак комплексного сопряжения. Легко видеть, что если кп <  к, то 
sin a =  t sh р и о?» =  0.

Рассмотрим теперь некоторую клиновидную область |ф| <  Ф, 
0 <  г <  оо, ограниченную двумя полубесконсчными гранями <р =  ± Ф ,
|ф| л (см. фиг. 1). Пусть по граням бегут волны нормальной скорости, 
У+е*Лг cos a+ на грани ср =  Ф и V~eihr cos a“ на грани ср =  —Ф.

Если бы отсутствовали дифракционные явления вблизи ребра клина, 
то полное излучение обуславливалось бы только плоскими волнами: грань
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клина ф =  Ф излучала бы плоскую волну давления, значение которого па 
поверхности было бы равно:

=  pcV+eihrC0SCC+/s in  а+,

а грань <р =  —Ф плоскую волну с давлением на поверхности
Р  “  =  рcV -e ikr C()S а-  /  sin а_.

Излучаемая одной гранью мощность, приходящаяся на единицу длины 
ребра клипа в интервале (0 ,г), была бы равна в этом случае

1 с
W ±°° (г) =  — Re ] Р±°° V ±e~ ihr cos “ ±* dr. (1)

О

Знак плюс относится к грани ф =  Ф, а знак «минус — к грани ф =  —Ф. 
Очевидно, что W™  (оо) оо при Хп >  % и W  (оо) =  0 при Хп <  X.

Такой же формулой выражается истинное значение плотности излу­
чаемой мощности на интервале (0, г) И ± (г ), если вместо Р ^  и Р™ под­
ставить в формулу (1) значения звукового давления Я(г, Ф) и Р(/\ —Ф), 
являющиеся точным решением задачи о -вынужденном колебании граней, 
по которым бегут волны нормальной скорости. Разность

. г
W±'(r) =  W ± (r) — W ±°°(r) =  — Re \' [P{r, ± Ф )  — P±~ ]F ±* e - iftrcosa;t* c£r

0

{ 2 )представляет собой величину мощности, излучаемой вследствие наличия 
ребра клипа. В дальнейшем величину W ^(oo) мы будем -называть полной 
излученной с одной грани мощ­
ностью, a W  ( о о ) — излученной
мощностью, вычисленной в при­
ближении геометрической акусти­
ки. В выражении (2) уже можно 
продолжить -интегрирование до 
бесконечности; тогда полученная 
формула дает полное значение до­
бавочной мощности, излучаемой 
за счет ребра клина.

Чтобы определить величину 
W ±  (г), нужно воспользоваться 
точным выражением для звуково­
го поля Р ( / ’, ф), возникающего 
в клиновидной области, когда но 
граням бегут волны нормальной 
скорости. Задача определения 
Р(г, ф) может быть кратко сфор­
мулировала так: в области г >  О,
| Ф | <  Ф нужно найти решение 
уравнения Гельмгольца

(А +  к2) Р  =  О (Р ~  е~ш ), (3) 
непрерывное во всей области г ^  0. 
ну погашаемое™ при arg к =  я  /  2, С

ср = Ф

ф| ^  Ф и удовлетворяющее приици- 
<  Re а± <  я /  2, lim Р =  0. На гра-

лях ф =  ± Ф  функция Р  должна удовлетворять граничным условиям

1  д Р  Т7—  =  у + егкг cos а± (ч> =  ± Ф ) . (4 )ikrpc ду

Решение этой задачи найдено в работе [2 ]. Мы запишем решение

79



Р (г, ф) в несколько другой форме через специальную функцию Сф(г), 
исследованную Г. Д. Малюжинцем.

Р {г, (р) =  ~  \ e~ihr K0S 4  [ ё Ф  (2  + ф  +  ср + а + ) — и> (2 + ф + с р — а+) ]+  
2т  J Ism а+

Н— - —  [|ф (z +  Ф — ф +  а -)  — £ф(z +  Ф — ф — а -)]\  dz. (5)
sin а -  /

Контур интегрирования у показан па фиг. 2. Функция

— в - И о о  е + г о о

\  + $
— 8 — / с о  £ — t o o

является четной, мероморфной функцией; она регулярна в полосе 
|Rc z\ <  я +  2Ф, а в полосе 0 <  R ez <  Зл +  2Ф имеет простые полюса 
2п — л +  2Ф (2п — 1) (п — целое число).

}
e~iwz dw

sin яи; sin 2Ф w ( 6 )

t Im z

Фиг. 2

Для выделения полюсов функции £ф(г) в тригонометрические слагае­
мые служат следующие функциональные соотношения:

£®(z — 2Ф) — |®(z +  2Ф) =

1ф ( 2 - я ) - | ф(2 +  п) = 4̂ - ,|

При рациональных значениях Ф =  я п ! 2т (п и т целые числа) функция 
£ф(з) выражается в конечном виде:

1  V  пт  +  +  2 ппт — 2 я кт —  2 я lm +  zm
U /2 m ( 2 ) = ~ 2 J  2 . ~  * X

h=\ i= 1

X  ctg
7tm +  jin -f- 2jtnm — 2 nkm  — 2яIn +  zm

2 mn
( 6 b )

например,

1̂ /4 (2) — — TT-tg2,
4 cos z 2n
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z1
8 cos z/2 8я tg

Вернемся к выражению (4) для давления Р (г, <р). Оно пригодно для 
любых комплексных значений параметра а в полосе | Re а± | <  я. Заме­
тим, что при сц. =  ± л  или а_ =  ± я  (волна нормальной скорости на од­
ной из граней V±e~ihr идет вдоль грани из бесконечности к ребру клина и 
длина волны ее Хп совпадает с длиной волны X в окружающей среде) ре­
шения Р (гу ф) не существует.

Случай сх+ =  0 или а -  =  0 соответствует волне нормальной скорости, 
распространяющейся вдоль одной из граней от ребра к бесконечности, 
и Хп =  X. В этом случае, как легко показать, давление Р (г, ф ) остается 
конечным вблизи ребра т* =  0 и стремится к бесконечности при стремле­
нии г->-оо. Эти случаи мы исключаем из рассмотрения. Кроме того, мы 
будем также полагать, что при действительных а величина а±/2Ф  не мо­
жет быть равна целому числу.

Вычислим .величину мощности, излученной благодаря наличию ребра 
клина W '± (oo), подставив в формулу (2) звуковое давление Р(г, ± Ф ) :

4 «>
W J  (со) =  - I  Re $ [Р(г, ± Ф )  — Р±°°] F±* e~ihr С05±* dr =

О

Q& л 0  у  I 2

=  —  Re [ -------[ e -ikr(cos z+cos a ^ )  J ± _ J lL _  [£ф (z  +  2Ф +  a ± )  —
2 J 2 ni J l  sin a±

— (̂ +2 Ф a±)] + -r——[£ф(2 +а+) a + ) ] } ^ 2 Jr; ” l̂ r- (7 )
sm  a+ ) s in  a+ Jsin  a±

Заметим, что подынтегральное выражение является четной функцией 
а, так что в дальнейшем мы будем считать Re a >  0. Внутренний интег­
рал по z в выражении (7) можно преобразовать. Если контур у деформи­
ровать в контур уи показанный на фиг. 2, то при этом возникают вычеты 
в полюсах подынтегрального выражения, расположенных между двумя ли­
ниями контура у. Используя функциональные соотношения (ба), можно 
определить, что функция [|ф (z +  2Ф +  а± ) — |<d(z +  2Ф — а+) ] в случае 
12Ф | >  я (тупой угол) в полосе |Rez| <  я имеет единственный простой 
полюс z =  я — а±, а функция [|<p(z — « т ) — %<&(z +  a =f) ] и этой полосе 
регулярна. Вычет в полюсе z =  я  — а± равен | V± \ 2 / sina±, он компенси­
руется точно таким же выражением в интеграле (7). В результате преоб­
разований получаем

а с  7  I г (  I F+12
W J  ( оо) =  —  Re \ —  \ e -ikr(cos 2+cos a±*) \ ~ — Цф (z +  2Ф +  а± ) —

-  4 '  2 J 2 ni J v. sm a±
0  V i ”

— t®(z +  2Ф — a±)] +  V±- [£ф (z +  От) — |ф(z — a*)] \dz dr. (8)
4 sm a+ >

Здесь интеграл no z сходится равномерно во всей области изменения 
параметра г, поэтому мы можем произвести интегрирование по г под зна­
ком интеграла:

W ±' ( o o ) = R e - j
рс г Г | У±|2 Йф (2 +  2Ф —- а±) — £ф (z +  2Ф +  ы±)]

"4як *■ I  sin а± cos z +  cos а±*Vi
v * v ± '  [| ф (2  +  a ? )  -  | ф (Z  -  О т ) ]

sm a± sm ctrp cos z +  cos a±*
j- dz. (9 )
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Этот интеграл также сводится к вычетам и окончательно (для дейст­
вительных и мнимых а ) :

W± (оо) —  Re Ьь(п — 2а± — 2Ф )- '^ ф (я  — 2Ф) — ^ -ctga± J +

+
У* У

Йф( о± +  — я ) — £Ф(а± — а+ — л )]| . ( 10)
sin а± sin а+

Для клиновидных областей с углом раствора 2Ф <  я (острый угол) 
в формулу (10) для действительных а добавляются члены:

Е а ± /4Ф

2 sin а±
к sin2 а± cos а± — cos (а± — 4/гФ)

а ± + 2 Ф

Re i. pc У*У±
к sin а± sin а+

4Ф

2
? i = i

sin а+
cos а± — cos(aT — 4/гФ +  2Ф) ’

где знак означает целую часть величины А. Для мнимых а формула 
(9) при 2Ф <  л остается без изменения.

Сумма W '(оо) =  ТУ+'(оо) +  WJ\(оо) представляет собой активную 
часть мощности, излучаемую обеими гранями, вследствие наличия ребра 
клипа. Для вещественных а и мнимых а (по граням бегут незатухающие 
волны %п >  Я, %п <  Я) эта сумма равна

РУ'(оо) =  Re ь Ц - [§ф (я — 2Ф — 2а+) — £Ф(я
/с lsm 2a+ 2Ф)

1 1 , l F- l 2— , ctg а+] + sirr а_ [  £ф (я — 2Ф — 2а_) —-

1
s<i> (я — 2Ф) — — ctg а_

4

У_У_ ( И ) .

sm а_ sm (ц.
[£Ф(я  — а.ь — а—) —

—  | ф ( я  —  а +  +  а ~ ) ]
У+У-*

sm а..|. si п а_ [̂ Ф(я — а_ — а+) — £Ф(я — а_ +  а+) Д .

При а -  =  я — а+, V+ =  У_ =  I7, Ф =  я /  2, что соответствует тому слу­
чаю, когда по безграничной плоскости бежит волна нормальной скорости 
Ve‘hr cos а краевой эффект отсутствует и мощность, излученная благодаря 
существованию края, тождественно равна нулю, РУ'(оо) = 0 .

Если обозначить У+ =  | У+ |е^+ и У - =  | У_|е*Р- то формулу (11) для 
вещественных а(?^п >  Я) можно нагшеать в виде

и / ' ( с о )  =  р с  | F + I  \ v ~ \ s i n ( ф - ь - ф - )  я

к sin a_ sin ач. 4Ф °
я

4Ф (а+ — a_). (12)

Это выражение позволяет сделать вывод, что краевое излучение гранями 
клина, по которым бегут волны с длиной волны Я„ >  Я отсутствует, если

1) амплитуда скорости на одной из граней |У+| или |У_[ равна пулю,
2) равны аргументы комплексных амплитуд ф+ и ср_ или 

ср+ =  ср_ ±  2я?г (7г — целое число);
3) равны длины воли, распространяющихся по граням, причем обе 

волны имеют одинаковое направление распространения (либо обе волны 
распространяются вдоль граней от ребра клина к  бесконечности, либо обе 
распространяются от бесконечности к ребру, т. е. если сц. =  а_.

В частности, из выражения (12) следует, что бесконечная плоскость, 
составленная из двух полуплоскостей ср =  ± я / 2  (см. фиг. 3, а) на одной 
из которых (ср =  я / 2) задана нормальная скорость УегЛгС08а, а другая
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=4-?
2  О =Я 2  <**2 Я

неподвижна, излучает так, как если бы отсутствовали дифракционные 
явления вблизи стыка полуплоскостей (так как И^(оо) = 0 ) ,  и полная 
излученная мощность состоит из мощности И700, рассчитанной в приблп-. 
жении геометрической акустики (см. (2)) .

Если в формуле (12) положить Ф =  я, V+ =  У_, а + =  а -  (см. 
фиг. 3, б), то мы получим Ж '(оо) =  0. Это соответствует излучению полу- 
бесконечной пластиики, совер­
шающей изгибные колебания 2  <Р
(без учета затухающих волн ^  \  » 2  ф
«гиперболического» типа).

Рассмотрим случай мнимых 
а =  ф  ( р > 0 ) ,  Хп < Х .  Су­
щественно отметить, что в этом 
случае формула (11) опреде- Фиг. 3
ляет всю излученную гранями
клина мощность И7(оо), т. к. мощность, рассчитанная в приближении гео- 
мотрической акустики 1У00 (оо) = 0  (см. (2)) .

В частном случае бесконечной плоскости, составленной из двух пло­
скостей, одна из которых неподвижна, а па другой распространяется вол­
на VelhrchV (фиг. 3, а), излучение определяется формулой ( И ) ,  если по­
ложить V - =  0, Ф =  я /  2:

4к sh*p (У?2-  I ) 3
где X I Хп =  ch р =  q.

Незакрепленная пол у бесконечная пластинка, совершающая изгибные 
колебания (без учета затухающих волн «гиперболического» типа) 
(фиг. 3, б) излучает мощность

t t " ( o o ) =  ■PC-LK|2(2g~ 1) ; (14)
2&(У<?2 — I ) 3

(в формуле (10) нужно положить V+ =  V - =  У, а+ =  а_ =  ip, Ф =  я).
На фиг. 4 представлспы графики зависимости величин | W' (оо) /Wo\ 

от q, вычисленные по формулам (12) и (13). Значение мощности пронор­
мировано здесь на величину W 0 =  рс| V  |2 /  2.

До сих пор мы рассматривали только величину мощности, излученную 
о интервала ( О С г С о о ) .  Теперь было бы пнтсрсспо сравнить часть 
мощности, излученной непосредственно краем клпиа (0 <  г <  а ) с мощ­
ностью, приходящей на интервал (а  <  г <  оо). Это сравнение было бы 
полезно для применения результатов задачи о бесконечном клине к задаче 
об излучении тела с кусочно-плоскими границами.

Для вычисления мощности, излучаемой с инторвала (0 <  г <  а ) 
ограничимся случаем, когда одна из грапей (ф =  —Ф) неподвижна, а на 
другой распространяется волна Хп <  X и воспользуемся представлением 
звукового давления в виде разложения по функциям Бесселя (a =  ip).

sm a
a

2ФЛ ( И  +  

■П3П
J l f t  ч п  г

п  (—) п со32 ф  (ф +  Ф ) s*n а 2 ф  е 4Ф 1пп/2Ф(кг)

+  ф  s .----------------------------------------------------------— +П =  1 sin
2Ф

2 У  +  , г .
п=1

sin 2Ф п (15)

8.3.5*



Это разложение можно получить из формулы (5) путем представления 
функции [1ф {z +  Ф +  ф +  а) — £ф (z +  Ф +  Ф —  а )  J в СИД° РяДа и ^ с л е ­
дующего интегрирования по контуру у с использованием представления

я
—ih ~с

Ы р) = - 2 п
\ e - ’ f cos 2 eiltz dz (у' +  y"  =  "Y) -

Подставляя значение Р  (г, Ф) в формулу для мощности, излучаемой 
вследствие существования края пластины (2):

W ' (n ) =  I  Re J j p  (г, Ф) V' e~ihr cos “  -  ]  dr =
О
Гг

,  , ,  ч „ Nn cos 2Ф » sin an iy n
X JЛП/2Ф (кг) 2 ----- •—- S3 (кг) е

оо sma —eiA,w
2Ф

jt2rt X
sin

П =  1 sin 2 Фп

2Ф

- iA z  со з  a  _  1 |  d r  ( i 6 )

Так как ряд, стоящий под знаком интеграла, является равномерно и абсо­
лютно сходящимся и интегрирование ведется в конечных пределах, мож-

I Wr(oo)/W01

но переставить операции суммирования и интегрирования и для малых 
значений кг ограничиться одним первым членом ряда; тогда мы получим

W '(r0  ~  ~ - С|— R e Ц ^ . h W e - b r c n a - i  1 dr 
L sin a * L 2Ф J

1  Rc £ £ M  f _ iL
2 sin a V 2Ф

— 1 r. (17)
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т. е. для малых значений кг мощность растет линейно с расстоянием.
Выражение (16) неудобно при анализе выражения И7'(г ,)  для боль­

ших значений величины krlt поэтому найдем из выражения для W ' (ri)

W  (гЛ =  ~  [ — —  [  e-i'‘i'(cos z-f-cii р) /  J Z i l  V 
V 2 2да 3 I  sh2 в

□  V i r

X ЙФ (z +  2Ф +  ip) -  (z +  2Ф -

асимптотическое представление, пригодное для больших значений кп. 
По-прежнему мы рассматриваем случай коротких волн Хп <  Я; грань 
Ф =  —Ф неподвижна, по грапи ф =  Ф распространяется волна Veihr ch

Ф и г .  5

Поменяв местами в формуле (18) интегрирование по г и по 2 , произ­
водим интегрирование по г:

ОС 1 с  <9—**ЙТ|(С08 Z+Ch р)
W '(ri) =  ^ ( o o J - ^ R e - ^ T  4 --------— — -  X2 2я* ^ i/c(cos 2 -f- ch р)

X ( z  +  2 0  +  * P)  -  6 ®  ( z  +  2 Ф  -  i p ) ] } &  =  W " ( 0 0 )  -  Л

В интеграле /  сделаем замену переменных для первой ветви контура 
Yi: 2  =  z' — л; и для второй z =  z' +  я. Контур yi после такой замены 
переходит в контур Y2. (фиг. 2). В полученном интеграле замена c ii2 =  
—  1 +  2i£2 переводит контур уг в перевальный, н интеграл J принимает 
вид

pc[F |2 sh
J =

2Ф 00

4/сФ sh р
Re В+я<г \ e- 2fer,<* х

X
dt

y i  +  i«2( l  +  2 «2 — clip) L 2Ф[ch "P

ikr f  e  

v°°

~ c h  ~  ( Arch ( l + 2 « * ) )  ].

Точка перевала для данного интеграла лежит при 1 =  0.
Разлагая медленно меняющуюся подынтегральную функцию

/ ( 0  =

ч
у  1 +  it2(1 +  2it2 -  ch Р) ( ch -  ch —  Arch ( I +  2tl2)

Яр я
«2))
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в ряд около точки перевала I =  0 и производя почленное интегрирование, 
получаем асимптотический ряд для интеграла / :

2Ф
j  „ -----------------------Re ie- ihr' ch Р+*Лг»

4АФ sh p

Если ограничиться конечным числом членов ряда, то полученное прибли- 
женное выражение будет стремиться асимптотически к истинному значе­
нию ]  при стремлении к?\ — оо. Ограничимся в выражении для /  пулевым 
членом асимптотического ряда; тогда мы получим

Второй член выражения (19) представляет собой мощность, излучен­
ную с интервала (п  <  г <  оо). На фиг. 5, а и 5, б представлены графики 
зависимости мощности W '(r) от кг, излучаемой пластиной, изображенной 
па фиг. 3, а (Ф =  я /  2) и на фиг. 3, б (ф  =  я ) . Значение мощности про­
нормировано на величину И7/(о о ) ; для малых значений кг графики пост­
роены по формуле (16), для больших значений кг по формуле (19) (здесь 
осциллирующий член sin [Ar(ch (J +  1 )] мы опускаем). Графики пока­
зывают, что основная часть излучения сосредоточена вблизи края пла­
стинки и убывает вдоль пластинки как 1 /  У кг.

Из изложенного видно, что плотность звуковой мощности, излучаемой 
ребром клина, обуславливается, во-первых, геометрическим изломом по­
верхности (ребро клина) и, во-вторых, скачком нормальной скорости при 
переходе от одной грани к другой через ребро (см. краевое условие (4)) .

Конечно, при решении задачи о колебании граней в излагаемой форме 
мы отвлекаемся от «перекрывания» граней вблизи ребра клина, что физи­
чески не может иметь места.

В заключение автор выражает благодарность Г. Д. Малюжинцу, по 
предложению и под руководством которого выполнена настоящая работа, 
а также В. В. Тютекииу за ряд ценных консультаций.
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