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СОПРОТИВЛЕНИЕ ТОНКОГО СЛОЯ ВОЗДУХА 
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И . Г . Н ет рицкая

Рассмотрено поле лектора скорости частиц воздуха в тонком слое 
между массивной неподвижной пластиной и гармонически колеблю­
щейся диафрагмой с произвольным законом распределения амплитуды 
колебаний. Решение задачи позволяет рассчитать сопротивление тонкого 
слоя воздуха при колебаниях диафрагмы для тех случаев, когда в не­
подвижной пластине имеется ряд отверстий с различными входными 
импеданцами.

Элементом ряда акустических приборов является тонкий слой воздуха 
между неподвижной пластиной и колеблющейся диафрагмой. Определе­
ние сопротивления тонкого слон воздуха существенно, например, при рас­
четах предрупорпой камеры громкоговорителя и электростатических пре­
образователей — микрофона, громкоговорителя и телефона. Сопротивле­
ние воздушного слоя в некоторых случаях может представлять собою глав­
ную часть общего механического сопротивления колебательной системы.

Интересно провести теоретическую оценку акустических свойств топ­
кого слоя воздуха и, в частности, найти сопротивление слоя при малых 
колебаниях диафрагмы. Этому вопросу посвящены работы [1—3], где раз­
личными методами находится сопротивление слоя воздуха при поршневых 
колебаниях диафрагмы для некоторых частных случаев расположеипя от­
верстий в неподвижной пластине. В настоящей работе задача рассматри­
вается в более общей и строгой постановке с приложением результатов к 
конкретным расчетам.

Для нахождения сопротивления слоя воздуха решим сперва граничную 
задачу по определению поля вектора скорости частиц воздуха в тонком 
слое между массивной неподвижной пластиной и гармонически колеблю­
щейся диафрагмой при произвольном -законе распределения амплитуды 
колебаний по площади диафрагмы. Будем предполагать, что объем воз­
духа в слое по периферии ограничен жесткими цилипдричоскими боко­
выми стенками и что в неподвижной пластине существует ряд отверстий, 
радиальный размер которых мал по сравнению с радиусом неподвижной 
пластинки (фиг. 1). Процесс в тонком слое воздуха будем считать изотер­
мическим, что справедливо при h<^  Ат> где h — толщина слоя, Хт — дли­
на тепловой волны.

При решении задачи мы будем исходить из линеаризованных уравне­
ний движения вязкого газа, уравнения непрерывности и изотермического 
уравнения состояния [4]. Согласно теоромо Гельмгольца вектор скорости 
частиц воздуха может быть представлен в виде v =  — V<p +  A  при 
div А =  0. Исключая давление р из основных гидродинамических уравне­
ний, мы получаем волновые уравнения для потенциала <р и вихревой со­
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ставляющей А поля вектора скорости [5]:
Д<р +  к2 ср =  0, (1)
ДА +  V -А =  0, (2)

где к — волновое число, L2 =  —ко /  v, v — кинематический коэффициент 
вязкости. Множитель еш , выражающий временную зависимость, всюду 
опускается.

Граничные условия задаются для составляющих вектора скорости 
\ (vr, у#, vz) в цилиндрической системе координат:

Ur I г=а =  0; ur\z=o =  0; vr\ z=h =  0;

vz | z=h =  /(r , ft ) ; vz 12=o =  hotj (r, ft),

где r)(r, ft) — амплитуда колебаний диафрагмы (ц (г, ft) h) , а — ра­
диус неподвижной пластины и диафрагмы. Функция /  (г, ft) характеризует 
распределение скорости на границе с неподвижной пластиной. Период из­
менения /(г , ft) по ft обозначим через ft0; радиальную составляющую 
вектора скорости при ъ =  А, т. е. у жесткой поверхности неподвижной 
пластины, мы положим равной нулю в силу вязкости. Для узких в ра­
диальном направлении отверстий, мы будем пре­
небрегать радиальной составляющей скорости но 
сравнению с нормальной. Таким образом, /(/*, ft) 
при значениях текущих координат, соответст- 
кующих жесткой поверхности неподвижной пла­
стины, равно нулю. Б отверстии мы задаем по­
стоянное но площади отверстия значение 
импеданца z/c. Для случая азимутальио симмет­
ричного расположения отверстий (узкие коль­
цевые отверстия), а также для отверстий, все 
размеры которых малы (Агк <^Г а, ак 2л), 
можно считать, что /  (г, ft) постоянно но площа­
ди отверстия и равно

ф оО Э ф /Л
h  = ------------ »

zk Фиг. 1
где фи — значение потенциала в отверстии, Аги, а/,. — радиальный и угло­
вой размеры отверстия. В дальнейшем мы рассматриваем случаи распо­
ложения отверстий, для которых сформулированные граничные условия 
хорошо оправдываются.

Уравнение (1) решается методом разделения переменных, причем 
функция ф(г, ft, z) выражается в виде ряда:

OQ

ф  (г. z) =  2  (а«- cos ?г*  +  bn sin п$) (с„ cos у/с2 — |п2 г +
п—0

+  dn sin у/с2 — |n2 z)Jn( l nr ) .

Для решения векторного волнового уравнения (2) в цилиндрических 
координатах [б] воспользуемся приемом представления поля вектора А 
в виде суммы двух полей, каждое из которых характеризуется скалярной 
функцией ф, удовлетворяющей уравнению Дф +  L2ф =  0. Решениями 
уравнения (2) являются два независимых вектора М и N:

М =  rot (а, ф ) , N =  1 /  У Ь 2 rot М.

Неопределенные коэффициенты находятся из граничных условий (3), 
заданных для вектора v =  — Уф +  А с учетом обобщенной орто гона л ь-
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пости бесселевых функций, входящих в решение. Мы не будем приводить 
полного решения уравнений (1) и (2), поскольку в дальнейшем нам по­
надобится лишь выражение для потенциала ф(г, О, 0) вектора скорости 
частиц воздуха в слое на границе с колеблющейся диафрагмой

< р ( г , о, о)= 2 [- ( 1)
НОГIn , m

п, т=0

I V f  l ?  1 J n b ( £ > n m r ) C 0 $  n b i )
i Za n, m ™ p "Г

J n, m* n, mk=l

+ 2 '  [  iWT)n, m +  2  n,
n, m= 1 /i=̂ T

Jnb {lnmr) sin пЪО
m

1 n, m Qn, m

где g — число отверстий в неподвижной пластине, £nm — корни уравнении 
A»b-i(£a) =  Jnt+i&a) при п ^  1 и Л(|а) =  0 при п =  0, 6 =  2л / д0,

2 я а
Рп,т =  \ I  J nb2(lnmr) COS* пЪЪ-rdrdft, 

о о

2л а
Qn, т =  $ 5 Jnb2 (snmr) sin2 n b - Q  ■ rdr d o ,  

о 0

. nbah
R h ,  n ,  m  —  —  J n b  ( l n m n )  cos • sin nb

2  . nbau
Hhi n>m =  — —  Jnb(1птГк) sin nbftk• sin ——

2л a

Г)п,т=  $ $ л (г> a)Jnb(lnmr)cosnb^-rdrd^  
о 0

2л a

rin!m =  $ \ Г) (?•, 0) Jnb(lnmr)sin S o - r d r  do, 
о 0

Tn, m =  K ,  in [2(1 — cos kn, mh • cos Ln, mh) +  (yn, m +  y^m) X 
X  sin kn, rnh • sin Ln, mh\ [sin kn, тк * cos Ln, mh -|- уn, m cos kn, 7,Ji • sin Ln mh\ 1;

кгп,т =  & - ( lnmV; Ln, m =  V (6 n W) 2; Y n , m —
*n. m Ln,

(Ь Г ) 2

7П

dfe — средпяя угловая координата отверстий номера /с, rh — радиус, на ко­
тором расположены отверстия.

Наконец, Д(/с =  1, 2 , . . . .  д) является решением системы уравнений:

(1 +  +  <2i2/2 +  Щд/д — b 1
< W l +  (1 +  ^22)/2 +  - • • +  =  ^2

flgl/l +  «^2/2 +  •••+“ (1 +  aqq)fq —  Ьq

причем коэффициенты системы (5) имеют вид

C l s h

__ фоО> Г Як, п, т Lis, w, т , Hk, п, т Н$, я,то*|
zs L„ m=0 Тп,тРп,т niMH, Tn,mQn-,m \

( 5 )

( 6)
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Ь. =  - ^ Г  S2o L

/V v,(li-n, m 'In, m

n,m= 0 Tn,mPn, in

00 II T
+  s  . (7)

n, m = l J

Значение потенциала cp(r, О, 0) определяет величину давления со сто­
роны слоя воздуха на колеблющуюся диафрагму

Р (г> 0» 0) =  ipococp (/*, О, 0 ). (8)
Приведенные выше формулы (4) — (8) позволяют рассчитать распре­

деление давления слоя воздуха па площади диафрагмы для разных слу­
чаев расположения и числа малых отверстий в неподвижной пластине 
или узких кольцевых отверстии нри различных их импеиданцах. Получен­
ное решение справедливо для произвольного закона изменения амплиту­
ды колебаний t| (г, й) вдоль поверхности диафрагмы.

Удельное акустическое сопротивление слоя воздуха определяется от­
ношением

v  / ON Р ( г , ® ,  0 )  О 0 ф ( Г ,  0 ,  0 )

Уд(Г^ ) ~  го,г] (г, •&) “  т, (г, * )

и зависит от параметров слои воздуха я формы колебаний диафрагмы.
Можно ввести в рассмотрение механическое сопротивление слоя как 

отношение средней по площади силы давления со стороны слоя к сред­
ней амплитуде скорости колебаний диафрагмы. В соответствии с опреде­
лением и формулами (4) — (8) выражение для механического сопротивле­
ния имеет следующий вид:

где т) — среднее но площади значение амплитуды колебаний. Подставляя 
в выражение (9) ju (к =  1 ,2 , . . . ,  q), являющиеся решениями системы 
уравнений (5) — и учитывая, что У’о.о =  А:Чг> получаем

1 —
, , А-па1-)It — 1

где Д — определитель системы уравнений (5), Ah — определитель, полу­
чающийся из А заменой Л-го столбца столбцом с элементами bSi S — упру­
гость объема воздуха в слое, S =  роС2яа2 /  /г, с — изотермическая скорость 
звука.

Рассмотрим подробнее случай, когда в неподвижной пластине имеется 
ряд одинаковых и равноотстоящих отверстий, представляющих собой ча­
сти одиого кольца с одинаковыми граничными условиями в этих отвер­
стиях. На фиг. 1 даны поперечный разрез рассматриваемой системы и вид 
сверху неподвижной пластинки с отверстиями.

Пусть амплитуда колебании одинакова но всей площади диафрагмы 
х\ (/*, й) =  г|о- Так как все 2г- равны между собой, удобно ввести величины, 
характеризующие всю группу отверстий, а именно, ZM =  bzi и st — об­
щую  площадь отверстий. В этом случае

ср (г, й, 0) =  — шщпа2 +
2 nbа „с» hJnb а л )  • —-  sin —  Jnb (tnmr) COS nbQ 

sn , nb a 2
+  si 2 j '--------------

11, m=0
T n, m

0 0
\ J7lb2 (S«w0  cos2 nbH • rdr (№'
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где а — угловой размер отверстия, b — число отверстий, j\ =  [ 1—1 +  ац Ко­
эффициенты ап и hi выражаются так:

2 оо Jnb2 (lnmri) •ф00)&*Г
2 /г/ж \2 
—  sin------»

ац =  —
2 м S ///ж 2 7

/*, m=0 2л а

7 ’ п ,  т J ^  J  nb2 {In ПГ) COS2 lib# rdr (I®
о и

*1 =
poco-rjo-v/

ZukVi • яа2

Удельное акустическое сопротивление слоя воздуха при т) =  rjo про­
порционально величине потенциала <р(/*, tt, 0 ). Выражение для 2 УД(/*, 0 ) 
в рассматриваемом случае может быть приведено к виду

у̂д(''? Й) — ——  [2д/ + 2 ц — 2ц(у, О)] Г ZM' + 2ц —
ш ла2 L

iS_-j - 1
О) _

( 11)

сх>

2ц =  — ipoco да2 2 /о2(&т Г|)

т= , Го,т/о*(Ь т а)

оо

— 2/росояа2 2

2 . nba \ 2

т , "=1 Гп, т/пй+1 (|пт 0) [ (
1 пт а 
пЬ - ]

( 12)

„  , . .  , v  Jo(bmri )M lo mr)
z ii{r, Ф) =  -  фоюяа2 >J — ---- -----

m=i To,mJoz(loma)

2 nfea \

2фо«яа2 ^  -------------------------------- ^ c o s  nbft,
n, m— 1 Tn.mJnb+i(lnma) [ ( ^ £ ^ )  - l ]

(13)

m

Величина удельного акустического сопротивления оказывается зави­
сящей от расположения отверстий в неподвижной пластине, от числа п 
от размера отверстий. Если общая площадь отверстий стремится к нулю, то 

—iS
'УД соясс i), Т. е.т. е. определяется упругостью слоя, постоянной по площади.

Па низких частотах при S/ о  |2ц +  ZM'\ удельное сопротивление 
равно 2 уд(г, й) =  Z fl — 2ц(г, й) +  Zm '. Для частот, определяемых нера­
венством |2й|^ 1, 2ц и 2ц (г, 0) — активные сопротивления, обусловлен­
ные вязкостью воздуха. Параметр 7V входящий в выражения 2ц, 
2ц (г, f)), при 1 для т. первых членов ряда (gnmk < ^ 1 ) вычиелн-

у 7. __ —i<o(%nm) zh3
егся по формуле • п,т — -------------------- Элементы сопротивлений 2ц и
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Z u(r, ф) на этих частотах прямо пропорциональны коэффициенту и об­
ратно пропорциональны третьей степени h.

На более высоких частотах Z ц и Z^(r, #) имеют активную и реактив­
ную составляющие. При | £ / г |2 > 1  Гп,т =  [к2 — (£nm) 2]h  (для 
к2 Ф  Цпп) 2) и элементы сопротивлений Zfl носят инерционный характер. 
При к2 =  (£nm) 2 (па резонансных частотах колебаний в слое воздуха) и 
\Lh \ ^>1 параметр Тп, т равен —2 (k2h) /  LUi Ln, mh.

Как показывает анализ формулы (И ), в выражении для удельного 
акустического сопротивления слоя на высоких частотах также появляет­
ся реактивная компонента. При S /  со <^|ZU| 
сильно зависит от уптругих свойств слоя (воздуха.

На фиг. 2, а, б представлены графики, пока­
зывающие изменение сопротивления Z  =  Zlx —
— ZJt(r, 'д) юдоль псоворхнооги колеблющейся 
диафрагмы. Расчеты проводились для низких 
частот в том случае, когда © неподвижной пла­
стине имеется три малых отверстия (а 2д,
А?\ <̂  а) при радиусе г{ =  0,5 а. Постоянная С 
для трафиков равна л/г3 /  12p0v(na2) 2. График 
фиг. 2, а соответствует фиксированном у значе­
нию угла О/, =  2л /  3/с (к =  0, 1, 2 ). Фиг. 2, б 
построена для значения г, равного 0,5 а.

На фигуре ясно видна периодичность изменений Z  по О. Над малыми 
отверстиями в неподвижной пластине Z  =  Z^ — Z^ (г, -&) обращается в 
нуль. С увеличением площади отверстий кривые Z будут располагаться 
несколько ниже приведенных па графике. При активном сопротивлении 
ZM графики Zyfl(r) для низких частот могут быть получены из кривых 
Z =  Z ^  — Z,*(r, О) параллельным переносом вверх на величину Zm.

При параболическом законе распределения амплитуды колебаний ди-
V /_ .<п_ роф(г.0,0)

афрагмы мы получаем -*уд(г, V) — ц0 (Т~— г1/а2) Анализ этои форму­

лы показывают, что при г, стремящемуся к a, Zya стремится к бесконечно­
сти. Влияние изменения частоты, размеров и расположения отверстий в 
неподвижной пластинке на величину удельного сопротивления аналогично 
тому же для плоской поршневой диафрагмы.

Для механического сопротивления слоя воздуха прп симметричном 
расположении отверстий по одному кольцу мы получаем следующие вы­
ражения:

при У] =  г|о Z =  (  — — )  W  +  ZlL) (  Zjv/ -|- Z fl — ) , (14)

Фиг. 2

О) (О /

при Т] == 1)0 Г 1 — — )  Z =  (  — —  '] ( %м' +
\  а 2  /  V  ( I )  /  V

где
iS

Z /  =  Z n --------ЛГ(г±),
О)

оо

K(r,) =  8k2h 2 /о(5о“  Г|)
“ / о , т /о(?от а)(|«т я)

На низких частотах прп ( Z j /  +  Z„) <С £  /  со механическое сопротивление 
слоя равно (>?л/ +  Zu) для л — г)о и Z =  ZM'  +  Z /  для т] =  
=  т)о(1 — г2 / а2).  При |Zn +  ZM- | ;§>S I а  механическое сопротивление 
определяется упругостью слоя.
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По физическому смыслу Z  ̂ соответствует сопротивлению протекания 
воздуха между плоской диафрагмой при ц =  г)0 и неподвижной пластин­
кой SK(rt) /  со — небольшая поправка к Z,, в случае параболического за­
кона распределения амплитуды диафрагмы. При увеличении числа отвер­
стий, а также при увеличении угловых размеров отдельных отверстий Z (l 
уменьшается, стремясь к значению этого сопротивления для сплошного 
кольцевого отверстия [2, 3].

оо
=  — фосола2 2

Ж =  1
To,mJo4 toma) '

При уменьшении размера отверстий Z^ стремится к некоторым пре­
дельным значениям, зависящим от числа отверстий и их расположения в 
неподвижной пластинке.

Па фиг. 3 представлены графики зависимости CZ^ от радиуса riy по ко­
торому расположены отверстия. Цифры у кривых показывают число от­
верстий Ъ\ последняя кривая (без цифры) отвечает узкому кольцевому от­
верстию (Ь—у о о ) .

Это т. и. «предельные» кривые, рассчитанные но формулам (12) при 
(Д г * /а -*-(), а& ->0). При вычислениях положено |£/г|^ 1 (низкие час­
тоты). Для реальных площадей отверстий в неподвижной пластинке Z u 
принимает несколько меньшие значения, чем предсказываемые графика­
ми фиг. 3.

Как видно из фиг. 3, при заданном числе отверстий в неподвижной 
пластинке Z}t изменяется при изменении радиуса, на котором расположе­
ны отверстия. Минимальные значения Z  ̂ имеют место приблизительна 
при /‘1 от 0,6 а до 0,8 а. С уменьшением радиуса, по которому расположе­
ны отверстия (при Г\ 0), все графики сходятся в одной точке CZZц ^  2, 0, 
не показанной на фигуре.

При увеличении числа отверстий кривые Z u стремятся асимптотически 
к кривой, соответствующей сплошному кольцевому отверстию. Значения Ztl 
для узкого кольцевого отверстия при /\ / а =  1,0 совпадают с приведен­
ным в работах [2, 3].

Практический интерес представляет случай симметричного расположе­
ния отверстий в неподвижной пластине, согласно фиг. 4. Для двух «ко­
лец» с одинаковым числом Ъ отверстий при г) =  цо формула Z имеет сле­
дующий вид:

г=(-4 Мг-+(-4 )]' <17>
где

228

Z x =  fZ ( l )Z (2 )  - Z , Л 1 , 2 )] [Z(-l) + Z ( 2 )  - 2 2 , ( 1 ,  2 ) ] - 1
Z(k)  = Z u(k,lc) +  Zm (}i).

(18 )
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/»', 7 — номера «колец» с отверстиями. При выходе формулы предполага­
лись одинаковые граничные условия для отверстий, расположенных по 
одному кольцу.

Для трех колец с одинаковым числом h отверстий при г) =  т)0, Z опре­
деляется но формуле (17), где

Z x =  [Я(1)2(2)2(3) +2Z .U(1,2)ZM(J,3)Z|((2,3) -  2 ,2 ^ 2 , 3) -  
- Z 2V (1 ,3 )  -  W (1 ,2 ) ] [Z (1 )Z (2 )  +Z (1)Z (3) +Z (2)Z (3) -

— 22(1)2Ц2, 3) — 22(2)2ц(1, 3) -  2Z(3)Z|l(l, 2) +
+  22^(1, 3)2Д(2,3) +  22д(1, 2)2Д(1, 3) +  22Д(1,2)2Д(2,3) -

- V ( 1 2 )  -2 ,Д 1 ,3 )  — Zfl2(2, 3)]“ ‘.
Остальные обозначения сохраняются.

Из анализа ср(г,+  2 )  при Zm {к) < ^ 2 Д (к) можно сделать вывод, что 
формулы (17) — (19) справедливы и для того случая, когда но одному, 
двум или трем «кольцам» расположены сплошные кольцевые отверстия. 
На фиг. 5 приведены графики Zx для практически интересного случая, 
когда кольцевое отверстие расположено па расстоянии ?’i =  а от центра. 
Цифры у кривых показывают число b малых отверстий, расположенных по

второму «кольцу» (г2/а) в неподвиж­
но]! пластине. Кривая без цифры от­
вечает сплошному кольцевому отвер­
стию на г'2 /  а. Графики рассчитаны 
для низких частот в предположении

CZ,

г/ з / .

С2Х

0.06

0,04

00Z

о

—  — « £ ч 44 ✓  >
/ _

/

0,4 0 ,8  г г  / о

Фиг. 5 Фиг. С

Zm  (ft) < < 2 Д(А;). Кривая для случая двух узких кольцевых отверстий 
неплохо совпадает с результатами вычислений но формулам работы [2], 
обозначенным на фиг. 5 крестиками.

Аналогичные расчеты можно провести и для трех колец с отверстиями. 
На фиг. 6 представлены графики для трех узких кольцевых отверстий. Одно 
из отверстий расположено при ri —  а, второе — при ?2. Параметром у кри­
вых является радиус, при котором расположено третье кольцевое отвер­
стие. При других случаях расположения и числа малых или кольцевых 
отверстий в неподвижной пластине механическое сопротивление слоя воз­
духа может быть определено по общей формуле (10). В каждом конкрет­
ном случае необходимо найти выражения для коэффициентов aSky bs опре­
делителей Д и Дл.

В заключение автор выражает признательность Д. Б. Дианову за по­
стоянное внимание к работе.
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