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П о л у ч е н о  р е ш е н и е  з а д а ч и  о  п о л е  т о ч е ч н о г о  н а п р а в л е н н о г о  и з л у ч а т е ­
л я  в  с л о и с т о - н е о д н о р о д н о й  с р е д е  п р и  с т а ц и о н а р н о м  и з л у ч е н и и .  Р а с с м а т ­
р и в а е т с я  с л у ч а й ,  к о г д а  п а р а м е т р ы  ж и д к о й  с р е д ы  я в л я ю т с я  п р о и з в о л ь н ы ­
м и  ф у н к ц и я м и  к о о р д и н а т ы .  Р е ш е н и е  п о л у ч е н о  в  в и д е  к о н т у р н о г о  и н т е г ­
р а л а .

В слоисто-неоднородпой среде поле ненаправленного точечпого излу­
чателя представляется в виде контурного интеграла [1 ]. Представляет 
интерес получить аналогичное решение задачи о поле направленного излу­
чателя в слоисто-]«содпородной среде.

Пусть неоднородный жидкий слой лежит между однородными жид­
кими средами z  >  Zt и z <  — z2. Обозначим через а ,  с2, с  =  c ( z )  и pi, р2  

р =  p(z) скорость звука и плотность в полупространствах z  >  zj, z  <  —z2 
и слое —2 2 <  z  <  zi соответственно. Введем цилиндрическую систему 
координат г, 2 , ф. Пусть г  —  0, z  =  z ' — координаты излучателя. Тре­
буется найти решение уравнения

1 д  / д р  \ 
г  д г  \ ~ д г  )

1 д р  д р

р dz dz
+  к 2Р  =  0 ,

в неоднородном слое, удовлетворяющее граничным условиям при 2  =  2 1 

и 2  =  —2 2 , условию излучения и условию у излучателя
ОО п

р  =  У }  к п^ ( к Н )  2  (^4nmcosигер +  В п т sinго<р)Р пт (cos0) (2)
п = 0 т—0

при Я  0, где Я  =  Уг2 +  ( 2  — z ')2, h  * * (к Я ) — сферическая функция 
Ганкеля, Р пт (cos 0) — присоединенные полиномы Лежандра, /?, 0, ф — 
координаты сферической системы с началом в точке г =  0. 2  =  2 ', 
А п т  и Впт  — заданные коэффициенты.

Уравнение (1) имеет решение

р  =  F ( z , 6-)#m(1);A™) (<*m COS /?кр +  hm sin т у )  *, (3)

где т и s  —  постоянные разделения, причем т =  0,1, 2 , . . . ,  s — любое 
комплексное число, ат  и Ь7п — постоянные, tfm (Ars) — функция Ганкеля, 
F ( z , 6*) — решение уравнения

г / Г p ( z ' )  d F  1 

d z  L p ( 2 )  Й 2  J
( s * - n * ) F  ==0,

*  З а в и с я щ и й  о т  в р е м е н и  м н о ж и т е л ь  е х р  ( —  Ш )  в с ю д у  о п у с к а е т с я .
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удовлетворяющее граничным условиям при z  =  2 1  и z  =  —z2. Пусть 
F i ( z )  =  F i ( z , s )  и ^ 2 (2 ) =  F 2 (z^ s ) — общие решения уравнения (4), 
удовлетворяющие граничным условиям при z  == z i  и 2  =  —z2 соответст­
венно. Построим функцию Грина для уравнения (4):

G ( z ,  z\  s )

F 2( z ' ) F j ( z )  

W z > (F u F 2) 

F i  ( z ' ) F 2 (z )  

W Z, { F U F 2)

При z '  <  Z <  Zi ,

при — 2 2  <  Z *< z',

где И '.Ч Л .Л ) =  ( №

Решение уравнепия (1), удовлетворяющее условию излучения и гранич­
ным условиям, получим, заменив F ( z , 5 ) в формуле (3) функцией Грина. 
Решением, удовлетворяющим этим условиям, будет формула (3), умножен­
ная на некоторую функцию fnm (b ') . Решение, удовлетворяющее также 
условию у излучателя (2), будем искать, полагая, что а т и Ьт зави­
сят также от п> в следующем виде:

Го 11

Р =  S  S '  (®nm COS пир -|- b nm sin пиp)I nm (r ,  z ,  z ' ) , (6)
?г=0 m = 0

m e

In m ( r , z , z ' ) =  5 G ( z , z ' , s ) H mW ( t c r s ) f nm ( s ) d s .  (7)
c

Контур интегрирования С и функцию fnm(s)  выберем так, чтобы решение 
в виде (6) удовлетворяло условию (2). Сперва однако, нужно получить 
сведения о поведении функции Грина в плоскости комплексного перемен­
ного s =  s '  +  i s " .

Напишем граничные условия для F \ (z ) . и F 2 ( z ) .  Учитывая, что уравне­
ние (4) в однородных полупространствах имеет решения

e-fcVe-n,(2-Zi) Пр1Т 2  >  z i, e h Vs-ri2(z+Z2) црИ 2 <  —22,

где /2 i =  с (z ') / ci, п2 =  c ( z ' )  / с2, находим граничные условия

tr|î  1 (^i) - h F / ( z { )  =  0, r\2F 2( — z2)  — F 2 (—z2) =  0,
где

к к
T)l =  r\i(s)  =  ---— щ 2, Т] 2  =  Т]2  (* )  =  —  У*2 ~  /I .2,

wi т 2

т { =
Pi

p(zi ) ’
т 2 = Р2

Р ( ~ 2 2)

( 8 )

( 0 )

Решения (8) удовлетворяют условию излучения на тех листах римаповых 
поверхностей, построенных для двузначных функций тц и ц2, на которых

“ - | ^ a r g r i ; < - “ , 7 =  1 , 2 .  ( 1 1 )

Разрез из точки ветвления s =  -\ -щ  проведем по вещественной оси до 
нуля и но положительной мнимой полуоси, оставляя нуль слева от разреза, 
разрез из точки s =  — rij проведем по вещественной оси до нуля и по 
отрицательной мнимой полуоси, причем положим argrj,- =  —л  /2 на ниж­
нем (левом) берегу разреза, проведенпого из точки s  =  4 -rij.
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Пусть i f i { z )  =  7/1 ( 2 , s )  и 7/2 ( 2 ) —  у 2 (z ,  $ ) —  независимые решения урав­
нения (4), вещественные при вещественных s 2, удовлетворяющие при 
z  =  z '  условию

l h '  ( z ' )  —  О?

(12)
г/ 2  ( z f ) =  0, IJz'(z') = g ,

где g  — относительный градиент скорости звука при z  —  z ' . Решения 
F i ( z )  и й ( г )  выразим через y i(2 ) и г/2 ( 2 ):

F i ( z )  =  7/1 (2 ) + y i  1/2 (2 ), F 2 ( z )  =  y i ( z )  +  y 2F 2 ( z ) ,  (13)

где у i и y 2 — постоянные. Подставляя выражение (13) в формулу (9), 
находим

У1 =  —
T ) i y i ( g i ) +  У ь ' Ы )  

Щ У г Ы )  +  у* ( z x)
У2 =  —

r)2g l (— * 2 ) — y i ' ( — Z2) 

В Д 2 ( -  Z2) —  у 2' ( —  z 2)
(14)

Учитывая соотношение ( 1 2 ) ,  из формул (13) получаем W ( s )  — у 2 —  у г. 
Следовательно, полюсами функции Грина являются корпи уравнения

У2 —  Yi =  0. (15)

Функция Грина, которая выражается через щ  и г)2, имеет точки ветвления 
5 =  z t r i j .  При исследовании уравнения (15) удобнее исходить не из явно­
го вида у* и у2 , а из граничных условий (9). Предположим сначала, что 
s 's ' ' Ф  0. Из первого уравнения (9) получаем для мнимой части выра­
жение:

i W Xl( F u F i )  
I m 4 t — Т - ^ l T | F (16)

Умножая уравнение (4) для F ± ( z )  на величину F i ( z ), сопряженную 
с ^ 1 ( 2 ), а уравнение для /’1 ( 2 ) на F \ { z )  и вычитая одно из другого, полу­
чаем , ‘

Р (2)

Интегрируя выражение (17) в пределах от z '  до z u  находим

W Zi (/-■„ F\) =  W z. ( F , ,  F t )  -  4 ik zs ' s "  \ \Ft
p O O  :• p ( z )  '

Учитывая соотношения (12), мы имеем

W z > (F u F , )  —  — 2 i 1m y2.
Из формул (16), (18) и (19) мы получаем окончательно

z ) \ 4 z .  (18)

( 1 9 )

Imp, =  —

I m y i +  2 I P s 'А  IF, (Z) [ 4 h
p(zt) l  p(z)

( 2 0 )
P ( z ' )  1 Л Ы 1 *

Поскольку на верхнем листе четырехлистной римановой поверхности, 
согласно условию (11), Imrji <  0 при s ' s "  <  0 и Im щ >  0 при s ' s "  >  0, 
то из формулы (20) видно, что Im yi >  0 при s ' s "  <  0 и Im yi <  0 при 
s 's "  >  0. Аналогичным образом находим, что 1 т у г < 0  при s ' s "  <  0 
и 1 т у 2 > 0  при s ' s "  >  0. Таким образом Тт yi и 1т у 2 имеют разные 
знаки на верхнем листе четырехлистной поверхности и уравнение (15) не 
имеет корней при s 's "  Ф  0. Пусть теперь s ' —  0 или s "  =  0. Учитывая, 
что y i ( z )  и y 2 ( z )  вещественны при вещественных s2 и ц,- =  — i k / m j  X
X У/̂ j2 — s2 при rij2 — s2 >  0, мы получаем из формул (14):

Y i  =  y t  +  * у Л  У 2  =  У 2  —  г у Л  у "  > 0 .  ( 2 1 )
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Следовательно, уравнение (15) не имеет корней на мнимой оси и на веще­
ственной оси в интервале — п  <  s  <  п , где п  —  наибольшее из П\ и п 2. 
Таким образом, функция Грина может иметь на верхнем листе полюсы 
только на вещественной оси при s2 >  п 1.

Используя асимптотическое представление решений уравнения (4) при 
\ s| —>- оо, находим асимптотическое представление yj и функции Грина 
при больших |$| и s '  =£= 0:

Yi =

G ( z ,  z ' , s )  =

—k s , ya =  k s , 
1

•Tftelz—z 'l

2 k s

( 2 2 )

(23)

t . e. функция Грина не имеет полюсов при больших s2.
Иногда бывает удобнее пользоваться комплексными решениями при 

некоторых вещественных значениях $2, которые представляют собой ком­
бинации: решений i/i(z) и 2/2 (2 ). Переход к новой системе решений осу­
ществим, перейдя от yi и уг  к величинам У\ и V 2 посредством дробно 
линейных преобразований

V i  +  Л 

Y i  — Л  ’

где г) =  ЦЫ2 —  1 =  — i/t*y 1 — s2. Разрез из точек ветвления $. =  ± 1  
и выбор arg г) произведем так же, как и для r\j.

Отметим следующие свойства величин \\ и Гг: во-первых, из формул 
(21), (22) и (24) видно, что \V\\ < 1  и \V2 \ < 1  при щ 2 —  s2 >  0 
и \ V i \ - r O ,  | 1 — 0 при 16*) —>-со в комплексной плоскости; во-вторых,
поскольку Im yi ^  0, Im у? §  0 и Imr] S? 0 при s 's "  §  0, то \\ и V 2 н е  
имеют комплексных полюсов на верхнем листе.

Находя yi и уг из формул (24) и подставляя их в выражение 
получаем

* М * ) Ш

(5 ),

G ( z ,  z ' , s) —
2 k  y i  -  s2 1 -  V i V 2

________ t  h j z ' m z )

i - V i V 2

при 2  <  2 ,

(25)
при — 2 2 <  2  <  s',

где
/1 (2 ) =  » ( * )  +  v № ( z ) ,  M z )  =  % i ( z )  +  ^2X2 (2 ) , (26)

X i ( z )  =  V i ( z )  +  № ( z ) ,  %2 (2 ) =  у  1 (2 ) — 112/2 (2 ) ,  (27)
f i  (s ') = 1  +  7,, /2 ( 2 ')  =  1 +  V 2. (28)

Точки ветвления s =  ± 1  двузначной функции, введенной при преобра­
зовании (24), не являются точками ветвления функции Грина. Действи­
тельно, замечая, что при обходе каждой из этих точек функции Pj, V 2y 

Xi(2 ) ,  £2 (2 ) , /,(z) и /2(s) переходят в У г 1, V 2 ~ \  x 2 ( z ) y h ( z ) V r \

/2 (2 ) I 'Y-1 соответственно, находим из формулы (25), что G(z, s', s )  не ме­
няет знака при обходе каждой из этих точек.

Найдем представление функции Грина в окрестности значения z  =  z \  

которое будет затем использовано. Разлагая 2/1 ( 2 ) и у 2 (2 ) в ряд в окрест­
ности 2  =  s' и используя формулы (12), (26) и (27), мы получаем

и  ( 2 ) _j_ у {e - i k n - s 4 t - z ' )  п р и  z  <  z ', (29 )
/2 (2 ) =  y 2eih i i - s 4 z - z ')  при z  <

т. e. в окрестности точки 2  =  2 ' решения /1 ( 2 ) и /2 (2 ) представляются 
в виде суммы плоских волн, как и в случае однородной среды. Следова- 
тельпо, Vi и V2 имеют смысл коэффициентов отражения плоских волн от
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сред 2  >  z '  и z  <  z ' соответственно. Используя представления (29), при­
ведем формулу (25) к виду

G ( z , z \ s )  =
2 k y i  — s2

-------п р и  2  >  2 ' ,

( 3 0 )

2A|1 — s2

Учитывая свойства функции Грина

- e ih il-s\ z г') Г2 при 2  >  2 '.

z 4 0 J  I z'+0
G (z,z '3s)| = 0 ,  —  G (z,z ',s ) =  — 1,

z'-O Z'— 0
(31)

находим из формулы (30), что

IT -  Г2,
dr! dT2
—— =  -Г— при 2  =  2 .
d z dz

(32)

Зная поведение функции Грима в плоскости комплексного переменного s  
и используя асимптотическое представление функции Ганкеля при 

s\ оо  для каждого т

llJ'Hkrs)■> - i n k r s

i l /irs- ™—- -  
2 4 (33)

выберем теперь функцию f nm ( s )  и контур интегрирования С  в выражении
(7) так, чтобы решение (6) удовлетворяло условию (2). Из формул (23) 
и (33) видно, что в верхней полуплоскости G(z, z \  s ) I I {2  (&, г, s) -*"0 при 
| s | —► oo. Подынтегральная функция в формуле (7) будет стремиться 
к нулю, если в верхней полуплоскости f n m ( s )  не возрастает быстрее, чем 
exp ( — ik r s  z t  k s \ z  —  z ' \ ) .  Контур интегрирования проведем так, чтобы он 
проходил во второй четверти, затем, обойдя начало координат сверху, 
в четвертой четверти и при достаточно больших s2, при которых функция 
Грина не имеет полюсов, переходил в первую четверть. Р» частности, его 
можно совместить с вещественной осыо, если обходить особые точки при 
s '  ^  0 сверху, а при s ' >  0 снизу.

Подставляя выражение (30) в формулу (7) и учитывая, что интеграл 
от второго слагаемого в формуле (30) удовлетворяет, как видно из выра­
жения (32), граничным условиям при 2  =  z\  вычислим интеграл только 
от первого члена. Обозначая этот интеграл через Т  nmi имеем

со
dsTurn = -------S eiftVi-e*|z-r,| HmW(krs)fnm(s) -

2  к yl s'
(34)

— OO

или, вводя новую переменную интегрирования i) =  arcsin s

ь

T nm =  ^ r   ̂ e«l*-* 'lcos«j?ni( l ) ( A r S i n . (35)

Положим
=  Zmim~nP n m (cos ft) sin ft, (36)

где em =  1 при Н е в > 0 и е т =  ( — l ) m+1 при Re # <  0. Тогда, учитывая 
соотношение обхода,

I l W  { — к г  sin ft) =  ( - l ) m+*/C(Ar sin ft ),О ) (37)
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находим, что подынтегральная функция четна и формулу (35) можно на­
писать в виде

я  . . .

Т п гг =  - k in - m - i $ e ih^ ~ ^  cos 9  Jm ( k r  sin 0 )P nm (cos 0 ) sin ft d®
0

(38)
и далее, используя известную связь между цилиндрическими и сфериче­
скими функциями [2 ], мы получаем

Тпш =  - ^ - h n M { k R ) P n m ( cos 6). (39)

Полагая a nm =  i k A nm, ЪПт =  i k B nm и подставляя выражение (39) в ре­
шение (6), получаем при R  О

ОО п

Р =  H ' W H k B )  S  й  п т  COS пир +  В  пт sill пир) Р пт (cos 0), (40)
п = 0 т = 0

т. е. искомое решение в виде (6) — (7) удовлетворяет условию у излуча- . 
теля (2 ). Подставляя теперь выражение (36) в решения (6) — (7), мы 
получаем обобщение формулы Бреховских [1] для ноля в слоисто-неодно- 
родпой среде в случае направленного излучения

ОО п

Р —  S . (— '0”  ( А *т COS пир - f  В пт sin n u p ) I nm (r ,  z ,  z ' ) , (41)
п —О т = 0

где
л -гоо

с G  \(z  'd
Inm  (r, 2 , z ' —  \ ’ /7m(1) { k r s i n  0 ) P nm (cos 0 ) sin 0 dO',

l — V i V z
(42)

-гео

G i { z ,  z ' , 0 ) =  | (1 +  V i ) h ( z )  при z ' _ <  z < Z i

( i  +  V , ) f 2 ( z )  при — z2 < z < z , .
(43)

Учитывая отмеченные выше свойства величин V i  и У2, можно дефор­
мировать контур интегрирования так, чтобы на нем выполнялось условие 
1̂ 1̂ 21 <  1. При этом функцию Грина можно представить в виде ряда 
по степеням V\V%  Принимая во внимание, что V f и У2 не имеют комплекс­
ных полюсов на верхнем листе, можно контур интегрирования снова де­
формировать и, в частности, перевести его в исходное положение. Таким 
образом, можно получить другое представление для поля направленного 
излучателя в слоисто-неоднородной среде:

со

T n m (r ,  Z ,  z ' )  =  2  J G t ( z , z ' ,  0 ) { V xV 2y H mV ( k r  sin 0 ) X

г = 0  .
-----|-?СО

2

X Р пт (cos ■&) sin d  d̂ d1, (44)

также использованное Бреховских в случае ненаправленного излуче­
ния [1].

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Л .  М .  Б р е х о в с к и х .  В о л н ы  в  с л о и с т ы х  с р е д а х .  М . ,  И з д - в о  А Н  С С С Р ,  1 9 5 7 .
2 .  Ф .  М .  М о р е  и  Г .  Ф .  Ф е ш б а х .  М е т о д ы  т е о р е т и ч е с к о й  ф и з и к и .  I I .  М . ,  И Л ,  1 9 5 8 .

А к у с т и ч е с к и й  и н с т и т у т  А Н  С С С Р  П о с т у п и л а  в  р е д а к ц и ю
М о с к в а  4  я н в а р я  1 9 6 5  г.


