
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л

Т о м  X I I 1 9 6 6 В  м  п .  4

У Д К  534.231

МЕТОД РАСЧЕТА ПОЛЕЙ В ФОКАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КОНЦЕНТРАТОРОВ УЛЬТРАЗВУКА 
С НЕРАВНОМЕРНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ АМПЛИТУДЫ

И . II . К ан евский

О п и с а н  с п о с о б  в ы ч и с л е н и я  п о л о й  в  ф о к а л ь н о й  о б л а с т и  ц и л и н д р и ч е ­
с к и х  ф о к у с и р у ю щ и х  с и с т е м  с  н е р а в н о м е р н ы м  р а с п р е д е л е н и е м  а м п л и т у ­
д ы  п о  с х о д я щ е м у с я  ф р о н т у ,  о с н о в а н н ы й  н а  а п п р о к с и м и р о в а н и и  ф у н к ­
ц и й  р а с п р е д е л е н и я  д р у г и м и  ф у н к ц и я м и ,  п о з в о л я ю щ и м и  в ы ч и с л и т ь  в (к о ­
н е ч н о м  в и д е  к о э ф ф и ц и е н т ы  р я д а ,  п р е д с т а в л я ю щ е г о  п о т е н ц и а л  в  ф о к а л ь ­
н о й  о б л а с т и .  С п о с о б  и л л ю с т р и р у е т с я  п р и м е р а м и  р а с ч е т а  п о л е й  ц и л и н д ­
р и ч е с к и х  л и н з  и  р е ф л е к т о р а .  П р и в е д е н ы  п р и б л и ж е н н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  
к о э ф ф и ц и е н т о в  у с и л е н и я  и  ф а к т о р о в  ф о к у с и р о в а н и я  ц и л и н д р и ч е с к и х  
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В работах [1—3] показано, что (фокусирующие системы — линзы и 
зеркала — обладают неравномерным распределением амплитуды по фрон­
ту сходящейся волны. Введение функции распределения, вообще говоря, 
позволяет значительно упростить вычисление полей фокусирующих си­
стем, так как выражение для потенциала Ф в фокальной области прини­
мает сравнительно простой вид. Для цилиндрической фокусирующей си­
стемы [4]

со

ф  =  л  2  e n i n J n ( * r 0 ) i ] 5 n ( c t o ,  а , „ ) , ( 1 )

п=0

А  =  voT/nf / 2k  exp ( — i k f  —  i3 n  / 4),
где vo — колебательная скорость на расстоянии / от оси фронта, к  — вол­
новое число, i n  —  функция Бесселя тг-го порядка, г0 и а0 — полярные 
координаты точки наблюдения с полюсом на оси фронта, а т —  угол рас­
крытия волнового фронта, еп — 1 при п  =  0, еп =  2 при п  Ф  0. Коэффи­
циенты ряда (1) даются следующим выражением:

фп(а0, а т) —   ̂ 4f (a)cos7i(a — от) d a , (2)

где *Р (а ) — функция распределения амплитуды по сходящемуся волново­
му фронту на расстоянии / от центра фокуса. Таким образом, вычисле­
ние Ф для любого цилиндрического сходящегося волнового фронта сво­
дится к вычислению интеграла (2) и суммированию ряда (1). Последняя 
операция не представляет вычислительных трудностей, так как ряд (1) 
достаточно быстро сходится [5].

Найдем распределение потенциала в главных направлениях * опти­
мального концентратора скорости. У  такого концентратора функция рас­

*  Г л а в н ы м и  н а з ы в а ю т с я  н а п р а в л е н и я  в д о л ь  а к у с т и ч е с к о й  о с и  и  в д о л ь  п е р п е н ­
д и к у л я р н о й  е й  о с и ,  л е ж а щ е й  в  ф о к а л ь н о й  п л о с к о с т и .
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( 3 )

пределения Чг (а ) =  cos а [2 ]. Подставив ее в формулу (2), получим

При помощи формул (1) — (3) были построены распределения Ф для 
значения ат , равного 50 и 60°, показанные па фиг. 1, где 1 — значение 
а т =  50°, 2  —  ат =  60°; 1 а  —  распределение построено для акустической 
оси, 2(f) — для фокальной оси.

Из сравнения кривых фиг. 1 следует, что изменение угла раскрытия 
а т на 10° вызывает незначительные изменения распределения Ф в фо­

кальной плоскости и значительные изменения — в осевой плоскости. Эта 
закономерность — общая как для цилиндрических, так и для осесиммет­
ричных фокусирующих систем с любыми возможными углами раскрытия 
сходящегося волнового фронта.

В ряде случаев интеграл (2) невозможно выразить через элементар­
ные функции. Например, введение в формулу (2) некоторых значений 
чК (а), полученных в работах [1—3], приводит к большим вычислитель­
ным трудностям. В настоящей работе предлагается аппроксимировать 
г1'(а) такими элементарными функциями, которые позволяют легко вы­
числить интеграл (2). Это нетрудно сделать, так как функции ^ (а )  обыч­
но крайне просты, их графики представляют плавно меняющиеся кривые, 
симметричные относительно начала координат.

Рассмотрим поле в фокальной области параболического рефлектора. 
Функция распределения амплитуды по сходящемуся фронту, образован­
ному при трансформации плоского фронта, распространяющегося но аку­
стической оси параболического рефлектора, имеет вид [2]

Введение этой функции в выражение (2) приводит к большим вычис­
лительным трудностям [4 ], которые легко преодолеть, если функцию (4) 
заменить близкой к ней функцией

На фиг. 2 кривая 1  — график функции (4), кривая 2  —  функции (5). 
До углов раскрытия фронта а т <  45° значения обеих функций практи­
чески совпадают, при а т =  60° значения интеграла (2) при подстановке

-2 0  2 6  trQ /О

Ф и г .  1 Ф и г .  2

(4)

^ ( а ) «  c h - ^ .
ил

(5)

450



функций (4) и (5) отличаются друг от друга на 1%, а при а т =  80° — на 
4,2%.

Подставив (5) в (2), получим следующее выражение для коэффициен­
тов ряда (1):

+ „ ( 0 , а „ )  =  т ™

При помощи (1) и (6) можно построить распределение Ф по акусти­
ческой и фокальной оси.

На фиг. 3 показаны примеры распределения потенциала в фокальной 
области параболического рефлектора. Кривые 1 а  и 1 ф  изображают рас­
пределение Ф по акустической и 
фокальной осям соответственно для 
рефлектора, дающего волновой 
фронт с углом раскрытия а т =
—  50°. Кривые 2а и 2ф  построены 
для От =  60°. При изменении угла 
раскрытия волнового фронта на 10° 
наблюдаются такие же закономер­
ности в изменении распределения 
Ф, как и на фиг. 1.

В общем случае подобрать 
функцию распределения таким 
способом, как это было сделано 
выше, трудно или невозможно. По­
этому функцию х¥  ( а )  удобно ап­
проксимировать полиномом. Этот способ применялся в работах 16—8J, в 
которых, однако, исследовались только осесимметричные фокусирующие 
системы; мы же применим метод аппроксимирования полиномами к функ­
циям распределения цилиндрических фокусирующих систем. Предполагая, 
что функция распределения симметрична относительно осевой плоскости, 
представим ее в виде полинома с четными показателями степени

Ф

1 ° т  I о г 0,171 •311 —  cos п  а т +  I n  си —  sin п П/71 ^  . ( 6 )

' F ( c t )  =  2  Й2Р  а 2* ,

р—0

где q — число членов полинома, — коэффициенты полинома, опреде­
ляемые одним из известных методов [9].

Подставив (7) в (2), получим

q  в *

i|)n(a0, am) — S  ° 2р $ ° 2р cos(/m — n a o ) d a .  (8)
Р = °  —a m

Этот интеграл легко вычисляется при любом конечном значении р  по 
рекуррентным формулам:

а т

5 « 2р cos [п ( а  —  do) ] d a
—a т

а

2 a m 2 i> .

гг

2 р  с
sin п а т • cos пао — —  \ a2;,_1 sin [ п ( а  — «оШа,

п  J

т

—а т
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а m

а2̂ ~1 sin [/i (а — а0) ]d a  =  —
—а m

2 а 2 » " 1

п
s i n / i a ^ s m  / ш 0

a m
2 р  -  1 f

Н---------- \ a2*'“2cos[/?(a — а0)]с/а.
m

В большинстве наиболее важных практических случаев в выражении
(7) можно ограничиться квадратичными членами. Тогда

Т* (а ) =  а0 —  я2а2, (9)
а коэффициенты ряда '(1), вычисленные по формуле (8), принимают сле­
дующий вид:

. / ч о Г sin пат Г
(сю, am) =  2am cos па01 -------- I aо -

7 1 0 m  L

(  -  2 \ 2 а2 Т 1
« 2  От------ 7 ) ----- — cos п а т f ,'• п -  у

До — #2 ат  'j

п 2 J
(Ю)

• (10а)

В этих выражениях a 0 и a2 определяются из графика соответственной 
функции распределения Y  (а ) . причем

я о  =  ^ ( 0 ) (Н )
представляет значение Т (а )  в начале координат, а а 2 вычисляется из

значения lP (a ) в середине 
интервала интегрирования :

д о — l F ( a m / 2 >

Ы 2 Т -  ( 1 1 , 1 )

Рассмотрим распределе­
ние потенциала цилиндриче­
ской линзы из алюминия, ра­
ботающей в воде. На фцг. 4 
кривая 1 —  функция распре­
деления амплитуды для этой

Ф и г .  4

в  j

[10]. Ап проксим и ру е м ее
параболой. Для этого при по­

мощи формул (И )  и (11а) и кривой 1 на фиг. 4 найдем коэффициенты 
Д о и  « 2

До =  0,38, д2 =  0,28. (12)

Тогда функция распределения принимает вид

Щ (а) =  0,38 -0 ,2 8 а 2. (13)

Для проверки качества аппроксимации функция (13) также показана на 
фиг. 4 кривой 2 . Как видно из сравнения кривых 1 и 2 ,  аппроксимация 
получилась достаточно хорошей.

Теперь вычислим распределения потенциала в главных направлениях 
линзы, создающей сходящийся волновой фронт с углом раскрытия 
aw =  60°. Для этого, подставив в выражения (10) и (10а) значения д0 и 
а2 из (12), а также значения am =  60° и а0 — 0, получим коэффициенты 
для ряда (1 ), описывающего в этом случае распределение потенциала в 
осевой плоскости. Для фокальной плоскости следует положить значение 
ат =  зх/2. После этого при помощи выражения (1) легко вычислить
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распределение потенциала в главных направлениях. Это распределение 
показано на фиг. 1 штриховыми линиями 3 . Линия За  относится к аку­
стической, 3ф  — к «фокальной оси.

Приведенные примеры расчетов полей параболического рефлектора 
и эллиптической линзы показывают, что предлагаемый метод расчета 
позволяет, во-первых, значительно упростить нахождение распределения 
потенциалов фокусирующих систем и получить более компактные и прос­
тые выражения; во-вторых, позволяет исследовать реальные фокусирую­
щие системы с произвольными функциями распределения. Последнее яв­
ляется основным, наиболее важным преимуществом описываемого метода 
расчета нолей ультразвуковых фокусирующих устройств. В рассмотрен­
ном примере вычисления ноля алюминиевой линзы была использована 
функция распределения, полученная в работе [10] расчетным путем. Од­
нако предлагаемый метод остается неизменным, и в том случае, когда 
аналитическое выражение функции распределения неизвестно, а имеется 
только се график, полученный экспериментально. Функцию распределения 
реальной ультразвуковой фокусирующей системы легко записать при по­
мощи устройства, описанного в работе [11]. При этом следует учитывать 
следующее обстоятельство. Поверхности фокусирующих систем часто ко­
леблются неоднородно [12]. В том случае, когда неоднородности перио­
дичны, и их пространственный период больше длины волны в среде, но 
значительно меньше размеров фокусирующей системы, поверхность излу­
чает косые пучки, образующие 
каустики и не проходящие через М  
фокальную область. Поэтому при ♦

0,6

О,г

-------------- г
1
!

1ь111

- —А

\  За

*

t

w *
—

^  \ V v

О г о /0  кг0 /?

Фиг. 5

функции распределения необходи­
мо учитывать только плавное изме­
нение амплитуды по волновому 
фронту, пространственный период 
которого соизмерим с размерами ^  
фокусирующей системы. В случае 
цилиндрической системы этот пе­
риод должен быть соизмерим с дли­
ной цилиндрической направляю­
щей.

На фиг. 4 приведены различные 
функции распределения цилиндри­
ческих фокусирующих систем.
Кривая 2  —  парабола, описывае­
мая выражением (13), 3  — косинусоидальное распределение гР (а ) =  
=  0,38 cos а, 4  ~  однородное распределение потенциала по сходящемуся 
цилиндрическому фронту. Для удобства сравнения этих линий они прове­
дены через максимум кривой 1 , дающей распределение амплитуды по вол­
новому фронту алюминиевой линзы, работающей в воде. На фиг. 5 пока­
заны распределения потенциалов в фокальной области цилиндрических 
фронтов, у которых распределения амплитуды по фронту представлены 
на фиг. 4 кривыми 2 У 3  и 4 . Цифры у кривых на фиг. 5 соответствуют 
цифрам на фиг. 4, буква а  — распределение — относится к акустической 
оси, буква ф  — к фокальной. У  всех трех фронтов угол раскрытия 
а т =  60°. Как видно, кривые распределения симметричны относительно 
начала координат, поэтому на фиг. 5 показана только половина кривых 
Ф(/сг). Из сравнения кривых фиг. 4 и 5 следует, что, чем равномернее 
распределен потенциал по фронту сходящейся волны, тем уже главный 
максимум в фокальной плоскости и тем больше крутизна кривых распре­
деления в осевой плоскости. Вторичные максимумы в фокальной плос­
кости понижаются с увеличением неравномерности распределения ампли­
туды.
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Отсюда с увеличением неравномерности распределения амплитуды по 
волновому фронту энергия перераспределяется из боковых максимумов в 
центральный, причем последний расширяется. Это явление можно ис­
пользовать на практике для более целесообразного распределения энергии 
в фокальной области фокусирующей системы. Например, в случае при­
менения цилиндрической фокусирующей системы в качестве концентра­
тора ультразвуковой энергии, предназначенного для проведения техноло­
гических процессов в ультразвуковом поле, желательно иметь более 
широкий центральный максимум, в области которого ведется технологиче­
ский процесс, и меньшими —- боковые максимумы, где не требуется боль­
шая плотность энергии. Для реализации этих условий Следует применить 
фокусирующую систему, создающую волновой фронт, у которого ампли­
туда убывает к краям.

Большой интерес представляет сравнение распределения потенциала 
в фокальной области фокусирующих систем, у которых функция распре­
деления не убывает с ростом угла, а увеличивается, т. е. таких, у кото­
рых амплитуда колебаний на краях сходящегося волнового фронта боль­
ше, чем в цептре. На фиг. 2 кривая 3  является графиком функции рас­
пределения

Щ а )  =  1 + 0 ,5  sin2 а, (14)

для которой легко найти по формуле (2) коэффициенты ряда (1):

Ъ п (0, От) =  2,5 {
si n п а т

п
0 , 1

sin ( п  +  2) а т sin ( п  —  2) а
п  +  2

'• 2) а  т “П

п - 2
(15)

Для равномерного распределения амплитуды XV (а) — 1 (фиг. 2, пря­
мая 4) и

,  (2) 0  S i n  ПОт
( 0 , а ш )  —  2  —

п
(16)

В формулах (15) и (16) постоянные множители перед всем выраже­
нием можно опустить, так как они влияют в формуле (1) только на 
общую амплитуду потенциала, а не на ее распределение. Тогда, сравнив 
формулы (15) и >(16), видим, что коэффициенты x¥ iJ ?  и гКп-) отличаются 
друг от друга незначительно, максимум на ±0,2, или на 20%. В дейст­
вительности отличие гораздо меньше. Ниже приведены коэффициенты 

и у̂ (п поля угла а т =  60°.

=  6 0 ° .

п 0 1 2 3 4  5  6

С  4 0 , 8 1 1 3 0 , 3 6 4 2 0 ,0 7 2 1 — 0 , 2 7 0 4  — 0 , 1 9 3 2  0 , 0 1 1 3

№  1 0 , 8 2 6 9 0 , 4 1 3 5 0 — 0 , 2 0 6 7  — 0 , 1 6 5 4  0

Видно, что максимальное отличие у коэффициентов при п  =  3 состав­
ляет 0,07. Вследствие малого отличия коэффициентов ряда (1) распреде­
ления Ф должны быть близки. Обращаясь к фиг. 2, на которой приведен 
график распределения амплитуды 4я (а ) для параболического рефлектора 
(кривые 1 и 2 ) ,  можно сделать вывод, что распределение потенциала Ф 
в фокальной области рефлектора мало отличается от распределения Ф в 
фокальной области сходящегося фронта с равномерным распределением 
амплитуды (показанным прямой 4 ) ,  так как кривые 1 и 2  лежат ближе 
к прямой 4 , чем кривая 3. Расчет полностью подтвердил этот вывод; срав­
нение кривых 2а  и 2ф  на фиг. 3 с соответствующими графиками рабо­
ты [5] показал, что указанные распределения Ф практически неразли­
чимы.
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Таким образом, сравнивая различные функции распределения xF (a ) 
и коэффициенты ряда (1), мы доказали, что распределение в фокальной 
области волновых фронтов с возрастающей к краям амплитуд oil можно 
приближенно рассчитывать по формулам •(!) и (16), справедливым для 
случая равномерного распределения амплитуды, когда 'F (a ) =  1.

Вернемся к вопросу о коэффициентах усиления и факторах фокусиро­
вания цилипдрических фокусирующих систем, рассмотренному ранее в 
работе [2J. Коэффициенты усиления давления К р и скорости K v равны

—  « т

¥ (a )J a ,

—  a m

K v =  2  у —  {J lF (a) cos a  d a ,
0

а факторы фокусирования давления х р и скорости x v определяются выра­
жениями:

a m а т

j* 4 r( a ) d a  ̂'F (a)cos aria

X p
0 0

a K v  =
m a (18)

\ я [  l¥ ( a ) d a \
Ъ

m

0
j J S  T 2 ( « ) « ' « )

\ 42

0

Рассмотрим эти величины для параболического рефлектора, подста­
вив в выражении (17), (18) функцию распределения (5). Тогда получим

—  .  Кг/ к

К .

где

Выражение (19) для K v  получилось зна- Фиг- 6
чительпо проще и нагляднее, чем в работе
[2], в остальных формулах (20) — (22) существенных упрощений (по срав­
нению с такими же формулами работы [2 ]) нет, хотя коэффициенты вы­
ражены через другие функции.

Получим общее выражение для коэффициентов усиления и факторов 
фокусировапия, когда функция распределения амплитуды задана в виде
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выражения (9). После подстановки полинома (9) в формулы (19) и (20) 
получим

Для линзы из алюминия, работающей в воде, а 0 и аг определяются зна­
чениями (12). Найдем отношение получепных коэффициентов (23) к со­
ответствующим коэффициентам фокусирующей системы с равномерным 
распределением амплитуды

Графики функций К р  / К р  и K v'  / K v показаны на фиг. 6, а, б кривы­
ми 1 и 2. Из кривых видно, что фокусирующие свойства реальных алю­
миниевых линз значительно хиже, чем фокусирующие свойства системы 
с равномерным распределением амплитуды по фронту.

При помощи формул (9) и (21), (22) вычислим факторы фокусиро­
вания давления

и скорости

, 1 / 2  sin а т (а 0 +  2аг) — ага™ ( а т +  2 cig ат )
-• - ----------------------------------------------------------------*----------------------- ------------—  .

л  Уат  К 2 ( а т)
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