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Получено точное решение задачи о дифракции плоской монохромати­
ческой звуковой волны на полубесконечной упругой цилиндрической 
топкой оболочке кругового сечения в движущейся среде. Предполагает­
ся, что направление потока совпадает с образующей оболочки, и учиты­
ваются все типы колебаний оболочки. Детальпо исследуется часть поля 
рассеянной волны, связанная с осесимметричными колебаниями.

Ниже приводится строгое решепие задачи о рассеянии плоской зву­
ковой волны тонкой полубесконечной упругой трубой в движущейся среде. 
Рассмотрение этой задачи представляет известный принципиальный и 
.практический интерес. Анализ ее строгого решения, например, даст воз­
можность выяснить некоторые важные особенности эффекта незеркаль­
ного отражения звука. Следует заметить также, что в настоящее время 
значительное внимание уделяется изучению генерации звука турбу­

лентными потоками. В ряде интерес- 
пых случаев для расчета спектраль­
ной интенсивности и корреляцион­
ных характеристик поля излучения 
турбулентного потока достаточно 
знать решение соответствующей диф­
ракционной задачи и функцию корре­
ляции пульсаций давления или тен­
зор корреляции пульсаций скорости 
в турбулентном потоке [1—3]. В этой 
связи решение задачи о дифракции 
плоской звуковой волны на полубес­

конечной упругой трубе в движущейся среде можно использовать для 
расчета акустического поля реактивной турбулентной струи, причем в 
рамках этого расчета может быть рассмотрена роль колебаний оболочки — 
сопла в формировании ноля излучения струи*. Ниже мы ограничимся 
лишь постановкой и решением дифракционной задачи.

Выберем цилиндрическую систему координат г, ф, х  и предположим, 
что упругая труба кругового сечения занимает область — оо <  х  ^  О, 
О <  г ^  а **. Направление движения среды пусть совпадает с положи­
тельным направлением оси х  (см. фигуру). Пусть на трубу надает под 
углом 0о к ее оси плоская монохроматическая звуковая волна, потенциал

♦ Заметим, что одной из первых работ, в которой указывалось на важную роль 
дифракционных и рефракционных аффектов в генерации звука реактивной струей, 
является работа Рибнера [4].

** Степки оболочки будем считать настолько тонкими, что их толщиной можно 
пренебречь.
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которой фо определяется выражением
Фо =  exp[ikxX +  ikrr cos ip] т (1)

где кх =  к  (sin 00 — М ) , кт =  к  У1 — М2 cos 0о, к =  ко/ 1 — М2У
к о  =  сd / с , М  — число Маха.

Необходимо определить потенциал ф звукового поля в движущейся 
среде. Функция <р является решением уравнения

[ a +  w ( h - ( -
м д\2 • 11
ко дх/

Ф =  0, (2)

где

Д
_  1 д/ 1 д°-

г дг \  дг) г1 дгЬ2
д2

дг |
М д \

T ~ l w' “ 00;о дх /
о: О, (3 )

(4 )
где

<5г/ ' г2 дг|?2 ' <9:г2
Потребуем выполнения следующих граничных условий:

д(р+ д(р~ /  а М
—  =  ~ Г  = m ( l  +  i T
r=a dt I r=a '  ко

Liw =  Хг(р+ —p-) |r=a, —oo <  ж <  0,

• ( л  _ i _  • M d \
р =  и‘Л 1 + , ы > г Г -

На краю оболочки должны выполняться условия па ребре:
Ф =  const, х  =  0*, г — a ±  0, ду/дг  =  c o n s t х  =  0+, г =  а ±  0; 
ф — должна быть регулярной функцией на бесконечности непрерывной 
на интервале 0 <  х  <  +<х> и  д у / д г  — непрерывной на всем интервале 
—  О О  < а : <  +оо. В выражениях, приведенных выше, <р+ и ф“, р+ и р~ 
соответственно значения потенциала и давления при г =  а ±  0, Li и Ь2 —  
дифференциальные выражения четного порядка с постоянными коэффи­
циентами, причем порядок дифференциального выражения Li выше по­
рядка Ь2. Выражение (4) представляет собой уравнение движения ци­
линдрической оболочки. В случае, например, т. и. пологой цилиндрической 
оболочки

1—v2 д pih 
I* - V *  +  — —

[iV* dxi D
L, =  -

V4

где
V2 =

& 2 1 52 
д2'5ф2'’ H2 =

К
D =

Z)

№
12a* 12(1 — v2) ’

— цилиндрическая жесткость и h — толщина оболочки, v — коэффи­
циент Пуассона, Е — модуль Юнга и pi — плотность материала оболочки.

Заметим, что здесь рассматриваются малые ;и устойчивые колебания 
оболочки. Вопросы динамической неустойчивости оболочки в потоке, есте­
ственно, не рассматриваются.

Краевые условия на конце трубы для простоты будем считать самосо­
пряженными, -а Li — самосопряженным дифференциальным оператором 
2Z-ro порядка. Пользуясь формулой Грина и краевыми условиями, напи­
шем уравнение

1 — М2 ( д г Т
<р(г)= ф°(г) +  —7——|  — J \ [ф+(а:,,ф ')~ Ф _ (^,1ф,)]Х

—со О

X ехр[—ikM(x — я'))/ ехр | г — г' | ]
Г — г

adx'dx|/>  , х
) r'=a о3

( 5 )
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где
| Г  —  г '  | =  {(х  -  х ')2 -  -  Щ [г* +  ^  -  2 ^  <юа{$ -  Ъ')]}'1г-

Продифференцируем правую и левую части этого уравнения по г, 
устремим г к а и, пользуясь условием (3), а также вводя следующие обо­
значения :

со (о (ж, ф), ) kr cos ф exp [ikx х  +  ikra cos ф],
; £ ( я ,ф ) =  1 ж < 0

О х  > 0  ) 0 х  >  0
u(z,«j,) =

/(* .♦ )  =

Ф М ) = {  

0, х  sg 0

Ф + ( ж , ф )  — ф - ( х , ф ) ,  х ^  О
О, х  >  О

■ f o e  2  Я

Я(~4л/ ¥  ) {д гд ?  5 1l,/) exP[ ikM(x х')] X
—со О

ехр [г/с | г — г' | ]
w }

'  Г=г'—а
х >  О,X '— ‘ Г л— — dx| r - r  |

получаем систему интегродифференциальных уравнений:

М д \
1 +  * Г т )  ^(а:,ф) +  Я ^ 11>) =  ? К Ф )  +ко ох /(

+
а(1 — М2) ( д2 +оо 2Л

4 П1
/_,,ч exp [i/c I г —  г ' 11 , , 7 .

—ос 0 г - г ' |
dx‘

- o c < : e < f  ос 
г= г'= а

. (6)

ЛГ 9
^ ( x ,h | ) ) = ' t o 2pi^( 1 +  —-  ) <р(*,ф), — ooij<\a: < :+ ;оо. (7)

Для решения интегродифференциальных уравнений (6) и (7) восполь­
зуемся интегральным преобразованием Фурье. Заметим, что в дальней­
шем мы всюду будем считать волновое число к комплексным, полагая 
к =  к\ +  ге, в окончательных же результатах положим е =  0. Умножим 
правые и левые части уравнений (6) и (7) на ехр[—ipx — т ф ]  и про­
интегрируем по х  от —оо до +°°> а по г|) от 0 до 2л. Пользуясь в необхо­
димых случаях правилом интегрирования по частям, получаем

( 1 )  и+('р’ ^ + P i + F~^p* ̂ =  
ла(  1 —М2)и2 ну

=  г  + ( p , » H --------------- ------------- / / п  (va)Jn (иа)Ф+(р,п),  ( 8 )

Mi(P,n)U+(p,n) +  P t ( p ,n ) =  ш г рМ2(р,п)(^ 1 — ^-р^Ф+(р,п) ,  (9)

где v2 =  (1 — М2) [к2 — (р +  кМ)2], Я п(1)(а), / п(а) — соответственно'
функция Ханкеля первого рода и функция Бесселя; штрих означает диф­
ференцирование по аргументу,

0 2л
£/+( р ,я ) = $  ^ и(#,ф)ехр[— ip x  — in x ] d p d fy ,

- о о  О  

о о  2 я

F - ( P , n ) =  $ 1{х,  ф) exp [—ipx — wnfl d p  и т. д.
о о
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Mi (p, n) и (p, n) — полиномы, содержащие лишь четные степени 
функции р, причем Л/Др, п) является полиномом степени 21 в соответст­
вии с порядком дифференциального оператора Li; с точностью до коэффи­
циентов Pi =  <оы>( 0),

21—\
р 2( р ) ^ 2 ( - ф ) &^ (2г- &>(0),

к=О
где индекс в скобках обозначает порядок производной по х , а индекс без 
скобок — показатель степени.

Уравнения (8) и (9) необходимо решить относительно функции 
Ф + (р, п). Рассмотрим в связи с этим поведение функций, входящих в 
уравнения i(8) и (9), в плоскости комплексной переменной р. Для функ­
ции Г+ (р, п) мы имеем выражение

„  2п1п {кта )к гЬп+1
Г + (р, п) = ------- ------~-----,

Р  ~  К \х  —  1& х

где £х =  е (sin 0о — М). Функция Г+(р, п) регулярна в верхней полупло­
скости при Im р >  гх =  e(sin 0О — М) . Область регулярности функций 
Ф+(р, п) и  £/+(р, п) устанавливается из того факта, что ф(#) и и{х) долж­
ны исчезать как ехр (—егс |л: | ) при я->-оо, а ф(.т) удовлетворяет условиям 
на ребре. Нетрудно выяснить, что функция / т_(р, п) регулярна в нижней 
полуплоскости при Im p <  е(1 — М). Произведение Нп] (va)Jn'(va) регу­
лярно в полосе — е (1 +  М) <  Im р <  е (1 — М) . Следовательно, функции, 
входящие в систему уравнений (8) и (9), имеют общую полосу регуляр­
ности е (sin 0О — М) < I m p < e ( l  — М) и указанная система функцио­
нальных уравнений может быть решена методом Винера — Хопфа.

Для этого исключим из уравнений (8) и (9) функцию U+{p,n). Из 
уравнения (9) имеем

и+(р, п) =
ш 2 рМг(р,п)[^1— ^ - р ^ Ф +(р,п) — Р2{р, п)

Mi(p,n)

Подставляя равенство (10) в уравнение (8), получаем

Mi(p, n)F-(p,  n )—(  1 - 1—  ) р 2(р, п) +  Mi(p, п)Р2{р, п) =

1 — М2
=  Mi(p,re)r+(p,ra)4----------К(р,п)Ф+(р,п),

где

2io>2pМ2 (р ,п)(  I — 1— )
К(р,п)== vznaHn] (va)In'(va)Mi(p,n)--------------- -----— ■----—------

Функция К(р, п) регулярна в полосе —е(1 +  М) <  Im р <  е(1 — М). 
Ее можно представить в виде отношения двух функций:

К(р,п)  = К+{Р,п) 
К—(Р,п ) ’

одна из которых, К+ (р , п ) , регулярна в верхней полуплоскости при Im р >  
—е(1 +  М), а другая, К -{р ,п ) — в нижней полуплоскости при Im р  <  
<  е(1 — М). Подставляя равенство (11) в уравнение (10) и полагая

Г +(Р, п ) (р, п) =  L+ (p,n) — L-(p ,n) ,  (12)
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где L+(p, п) регулярна при Im p >  e(sin 0О — Л/), a L_(p, п) — регулярна 
при Im р  <  е (1 — М ) , получаем

1 — М2 J
Mi(p, n)L+(p,n)~1-------— Я+(р,п)Ф+'(р,гг) =  Af,(p,n) X

X (р, гг) К -  (р, гг) — (  1 — ) р 2(р, гг) К_ (р, гг) +

+  (Р, n ) P J i - (р, гг) +  M i (р, п)Ь-(р,п).

(13)

Функции в левой части равенства (13) регулярны в верхней полупло­
скости при Im p >  e(sin 0О — Л/), а функции в правой части равенства ре­
гулярны в нижней полуплоскости при Im р <  е(>1 — М).

На основании известной теоремы Лиувилля правые и левые части ра­
венства (13) должны быть равны некоторому полиному функции р.

1 — М2
И 1 (р, n)L+(p,n)~\----- —  К+ (р, п) Ф+ (р, п) =  S  (р ,»).

М1 (р, л) F-  (р, п) К -  (р, п) — ( 1 — ̂  (р4 п) К -  (ргп) +

+  М\ (р, гг) P i/C (р, /г) +  Mj (р, гг)L - (р, гг) =  S (р, гг)..

Из равенства (14) получаем
S(p ,n )— Mi{p,n)L+(p,n)

1 -  М2
— -— К+(р,п)

(14)

(15)

Ф +(Р.») = (16)

Теперь для определения искомой функции Ф+(р, гг) надо знать явный 
вид полинома S(p, гг) =  S(p) *.

Выполнив факторизацию выражения (11) и (12), получаем (см. при­
ложение)

Х + (Р)~  [ п  (р — щ)  ] « х р [— $ 6 (p )d p ] ,
г=1

(17)

Я -(Р) =  { [ П  ( Р - Ф) ] ехр[ н- 5 с ( р ) ф ] |  . (18)

где т|i — полюсы функции К(р) ,  лежащие в нижней полуплоскости, а т|;- 
полюсы функции К(р),  лежащие в верхней полуплоскости,

в-(р, — L_S
2ni^ К{-ц) т) — р

и значение интеграла по порядку величины равно ц =

р /С-с

У р
/c4pi/i< 1 -

(19)

Рассматривая асимптотическое поведение функций, входящих в ле­
вую часть уравнения (14) при |р | ->-оо, убеждаемся, что степень полино- 
ма S (р) должна быть не выше 21 — 1, где, как уже отмечалось, 21 — сте-

* В дальттейтем мы будем писать М{р) вместо М(р, п), U+(p) вместо и л (р,п)% 
т. е. U+(p,n)  =е U+(p) ,K(p)  = К ( р , п )  и т. д.
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пень полинома М±(р) =  Л/Др, п), т. е.

2Л-1

к=0
(2 0 )

Теперь необходимо определить неизвестные коэффициенты Си в выра­
жении (20) и коэффициенты ŵ 2l~k^(0) функции Рг(р) . Заметим, что всего- 
имеется 4/ неизвестных коэффициентов, 21 коэффициентов полинома S(p) 
и столько же «неизвестных коэффициентов функции ^Мр )- 
Прежде всего воспользуемся свойством регулярности функций С/+(р) п 
F-(p)  в соответствующих полуплоскостях. На основании уравнения (15) 
напишем

ад+(1_̂ )Р2(р)/Мр)
р ~ (р )= Mi(p)K-(p)

L-(P)
К-(Р)

- Р и (21)

Из равенств (10) и (21) следует, что нули фупкции М\(р) как бы яв­
ляются полюсами функций F-(p)  и U+(p). Корни уравнения М\(р) =  0‘ 
есть волновые числа для свободных колебаний (нормальных волн), спо­
собных распространяться вдоль безграничной цилиндрической оболочки 
(трубы), находящейся в вакууме; Mi(p) — полином четной степени. По­
лагая существование небольшого затухания колебаний в оболочке, можно 
показать, что корни уравнения М\{р) =  0 существуют парами, причем по­
ловина корней расположена в верхней полуплоскости комплексной пере­
менной р, половина — в нижней полуплоскости. Из свойства регулярности 
функций U+(p) и F-(p)  следует, что в соответствующих нулях функции 
М\(р) в верхней и нижней полуплоскостях справедливы уравнения

10)2рЛ/2(т |,)( 1 —^ п * )  Ф+(гь) — Рг(т1<)=  0 1=  1 ,2 ,3 .../ , (22)

S (ГЪ) +  (  1 -  =  0 } =  1, 2 ,3 . . .  I, (23)

где 1)2 — корни уравнения М\(р) =  0, лежащие в верхней полуплоскости,, 
a r]j — в нижней полуплоскости. Решая систему уравнений (22) и (23), 
определим I неизвестных коэффициентов Си полинома S(p)  и I коэффици­
ентов id2l~h)(0) функции Рг(р). Другая половина неизвестных коэффи­
циентов этой функции определяется из граничных условий па копце тру­
бы. Поскольку порядок дифференциального уравнения колебаний оболоч­
ки 21, то на краю оболочки должны быть заданы условия закрепления 
в виде I дифференциальных уравнений. Оставшиеся I неизвестных коэф­
фициентов Си полинома S(p)  определим, рассматривая асимптотическое 
поведение левой и правой частей уравнения (14) при |р | ->оо и прирав­
нивая коэффициенты в обеих частях уравпепия в члепах, содержащих 
одинаковые степени функции р. Неизвестные коэффициенты, таким обра­
зом, оказываются определенными полностью, а значит, полностью опре­
делена п функция Ф+(р, п). Теперь можно вычислить искомый потенциал 
звукового поля ф. Для этого воспользуемся формулой (5) и теоремой о 
свертке, в результате чего получаем

ф(г) =  фо(г) +
1 -М 2 + 0 0 + 2 * 6  72 = + 0 0

8л \  2  < М р .» ) р
—00+2*6 П

Jn (vr )R ^ \va )  

Нп (vr)I , ' (ya),
X

X exp [in -ф] exp [ipx]dp, (24)
где верхнюю строчку в фигурных скобках следует брать при г < я , а  ниж­
нюю — при г >  а.
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Анализ выражения (24) довольно сложен, и в дальнейшем мы ограни­
чимся рассмотрением одного из членов ряда, соответствующего той части 
поля, которая связана с осесимметричными колебаниями оболочки. Рас­
смотрим конкретный случай пологой цилиндрической оболочки. Уравне­
ние, описывающее ее осесимметричные колебания, имеет вид

( Ъ - v) “ <*■о)=|' Ч  { 1 +* ^ °) ■
где (25)

_2р
Apt ’

(o2piA 1 — v2 
А/ — ъD pV ‘

ю2р! h  

D
Для функций Mi(p), Р2(р), К(р) ,  К+(р) и К-(р)  имеем на основании 

•общих формул
M i (p , 0 )=  р4 — АД

Р2(р) =  w[w'"( 0) +  ( - i p )  w"(0) +  (-ip)*w'(0)  +  ( -* p )M 0 )] ,

( i )К (p) =  v2naIJa (va) Jo'(va) (p4 — A/4) — -
2ibkti( 1 - - -

\  Aq

M p J

l - M 2

/s:+ (p )=  (p — Л1) (p — T)2) exp | — 5 G(p)dpj ,

-М р ) =  (р -Л з)(р -Т 1 4 )ех р  [ +  $G(p)cZp] ,

/ c / p  „где с точностью до величин норядка u =  ——— 1
k'khp i

Г)1 AS —  /c/(l +  ioi), Ti2 «  —  i k f ( \  +  i a 2) ,

ps «  k j ( i  +  га3), p4 «  гАД1-f  га4),
6АДА — Л/ (AM — АД]2 

2k2na (1 -  4Л/2)у,2# т '  (yla)/o'(yia) ’

6 Ay [A +  iM(kf  -f- i/cM) ]2

(26)

ai

a2
2А2 ла(1 -  4Ж2)у22Я(о1)'(у2а)/о, (у2а) ’

“3 »  —
ЬАДА -  M(kM  +  АД]2

a4

2A2 яа (1 -  4Л/2) у,2/ / '1»' (у3а) 70'  (уза) ’ 

ЬА/ [А -(- iM(ikM — А/]2
2А2 яа (1 — AM2) у г щ м  (у4а) V  (у4а) ’

У !2 =  ( 1  -  Л/2)[А2 -  ( —А / +  АЛ/)2], у22 =  ( 1  -  Л /2) [ А 2 —  ( - i k ,  +  АЛ/)2],
у3г =  (1 -  Л/2)[А2 -  (А, +  АЛ/)2], у42 =  (1 -  М)2[А2 -  (гА/ +  АЛ/)2].

Для функции Ф+ (р, гг) находим выражение
А*4- А ,4

Ф + ( Р , 0 ) = -

Со +  CjP +  ikT2nJo {kra)K-(kx) Гkxzp +  А*3------— -^-1
L Т> — Ax I

1
л:+ (р ) ( 1 - л/ 2)

В этом выражении Со и С\ — коэффициенты полинома 5 (р ) :
5  (р) =  С0 +  Cipk-f  Сгр2 +  Сзр3,
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причем из анализа асимптотического поведения членов в уравнении (14) 
при | р | оо ж п ■ == 0 получаем

С2 =  ikxkr2nJo(kra)K-(Icx, 0), С3 =  1кг2 п и  ( к га ) К - ( к х, 0).
Если края оболочки свободны, то w'"(0) =  w" (0) =  0. Коэффициен­

ты С0 и Си а также w{0) и ю'(0) должны быть определены в результате 
решения системы уравнений:

“  ibkA  1  “  - 7 — )  Ф+(*/) “  р 2 (*/) =  02 \ /со /
1 / 7  9 \
- г Ь к М  l - - J - ) q ) +(ikf) - P 2 ( i k f ) = 0
2 \ /со /

£ ( -& ,)  + ( i  +  ^ ) p 2( - * / ) t f - ( - * / ) =  о

■ S ( - % )  +  ( l  + - ^ y 2 ( - i l c t ) K - ( - i k t ) =  0

Для потенциала <рos части поля рассеянной звуковой волны, связанной 
с осесимметричными колебаниями оболочки, па основании формулы (24) 
получаем

.  /  л  л  Г П К  + ° o + i b  ■

-

Исследуем поле па больших расстояниях от оболочки. Сделаем замену 
переменных р =  к (sin т — М). Пользуясь асимптотическим представле­
нием функции Ханкеля, напишем

Г ( 1  —  М 2 ) ъ̂  1 |/2 г
Ч>о*(г) =  5̂ - , о ----т /се»р(—ikMx) ) Ф+(т,0) XL c o s  о J т,

X /о (У'1 — М 2к  cos ха) ехр^ — л j  exp [ikR cos (б — x) cos х dx,

где ______
R 2 =  x2 +  (l — M2) г2, х  =  Л 'sin б, г ] /1 — М2 =  к  cos б.

Путь интегрирования Г' в плоскости х проходит от — я/2№ *(оо -(- Р) 
до -ря/2 — £(оо — р). Вычисляя интеграл методом перевала, получаем

1 — М2
(роs(r) «  — ——  [(1 — M^)oos6]-^ex])[—ik(Mx — R)] X 

4  л / i

X ехр( -  j "  )  Ф+(в, 0) V(У1 -  М2 fea cos б) +  2  Rs, (28)

где ZRS — сумма вычетов в полюсах функции Ф-е(т, 0), которые могут 
быть задеты при деформации пути интегрирования Г' в перевальный путь. 
При этом существенное значение могут иметь два полюса: первый из них 
находится в точке % =  Во, а второй — в точке т =  6i, как это следует из 
уравнения р +  kj( 1 +  (щ) =  0. Вычет в первом из этих полюсов дает 
часть поля рассеянной (прошедшей) волны в направлении геометриче­
ского отражения (прохождения), а вычет во втором соответствует волне, 
излучаемой свободными осесимметричными колебаниями оболочки. Пос­
ледние возникают в результате отражения от края оболочки вынужден­
ной волны, возбуждаемой в оболочке падающей звуковой волной.

Излучаемая оболочкой волна наблюдается как незеркальное отраже­
ние (рассеяние) звука оболочкой, поскольку ее направление не соответ-
7 Акустический журнал, № 1 9 7



ствует направлению зеркального отражения, а при М =  О оказывается 
противоположным направлению падающей на оболочку звуковой волны. 
Вычет в полюсе р +  £/с/ (1 +  ш2) соответствует неоднородной волне, быст­
ро затухающе!'! в окрестности оболочки и практически не играющей роли 
на больших расстояниях от последней.

Заметим, что формула (27) получена в предположении, что точка пе­
ревала не совпадает с полюсом подынтегральной функции. В противном 
случае для вычисления интеграла следует воспользоваться модифициро­
ванным методом перевала. Аналогичным образом могут быть исследованы 
другие члены ряда в выражении (24). Анализ этих членов ряда не дает 
ничего принципиально нового, за исключением некоторых интересных де­
талей, связанных с возбуждением в оболочке несимметричных нормаль­
ных волн (колебаний). В частности, оказывается, что прн возбуждении 
какого-либо из несимметричных колебаний оболочки (пезеркалыше рассея­
ние (отражение) возникает в трех различных направлениях, а не в одном 
направлении, как в рассмотренном случао осесимметричных колебаний. 
Объясняется это тем, что в оболочке могут распространяться свободные 
нормальные волны трех типов: типа изгибных волн и продольных волн в 
такой пластинке и типа крутильных волн <в стержне. Поскольку 
скорость распространения нормальных свободных волн каждого типа раз­
лична, направления излучаемых звуковых колебаний, обусловленных 
этими волнами в оболочке, также отличаются.

Факторизацию функции

К ( р х п )  =  и 2л а 1 1 п М ( v a ) J n '  ( v a )  M i  ( р ,  п )  —

ПРИЛОЖЕНИЕ

( Мр \ 2
2i(a2pM2(p,n) (1 — '

ко )
1 - М 2

регулярной в полосе — е(1 +  М) <  Im р <  е(1 — М), где v2 =  (1 — М2) 
1ft2 — (р +  А?Л/)2], выполним, пользуясь известными правилами, см., на­
пример, .[5 и 6 1 *.

На основании известных представлений напишем

К+(Р) _  1 -Ь»+id
K' On)

1<+{р) 2ni 3
—oo+iri /С(Г)) (л — P) ’

К-'(Р) 1
+oo_+ic

в «— K'{-(\)dr\
К АР) 2 ni J

—oo+ic яОпНл — р У
—е (1 — М) <  d <  Im р <  с <  е (1 — М) **,

где штрих означает дифференцирование по аргументу. Контуры интегри­
рования замкнем в нижней полуплоскости, при этом следует учесть, что 
точка г\ =  —к(  1 +  М) является точкой ветвления, и линия разреза про­
водится из этой точки параллельно мнимой оси. Полюсы подынтегральных 
функций, находящиеся внутри коптуров интегрирования, являются кор­
нями уравнения iv(r|) = 0 ,  точное решение которого может быть выпол­
нено лишь численно. Для дальнейшего анализа воспользуемся прибли­
женным вычислением корней, ограничившись интересным случаем, когда 
скорость распространения свободных колебаний (нормальных волн) вдоль 
оболочки больше скорости звука в движущейся среде. Вычисляя корни

уравнения /£(г]) =  0 с точностью до величин порядка р = = - ^ - - < ^ 1, 
_________  k'lp\h

* Заметим, что в случае пологих и подъемистых цилиндрических оболочек 
M t ( p , n )  оказывается полиномом четного порядка восьмой степени, а М2(р, п) — чет­
вертой степени.

** Можно показать, что в полосе регулярности ------—— —* 0. | р оо
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можно установить, что внутри контура интегрирования функции К+(р\ 
расположено I полюсов вида г)г ~  (1 +  ца*), а внутри контура интег­
рирования функции К -(р )у I полюсов вида rjj =  рД1 +  ца;) и полюс 
т] =  Р, где —pi и pj являются корнями уравнения Mi(p) =  0. С учетом 
этого можем написать

к +'(р ) =  1 (Ь
К+(р) 2ni: J 2  (Л Л*)-1

dr\

t=i ц — р
—

2ni J
Л'ЧП) *1

Г О Д  л - Р  ’

О Д )
О д ) 2лг

5 - 1
Л — Р 2ju О Д ,  П — Р

В результате интегрирования и последующего потенцирования получаем

К+(р)=  ь [ п  (р —Л«) ]ех р [ — 5 G (p )ip ] ,
i=1 
l

/М Р ) =  { Ь [ П  ( Р - Л ; )  ] е х р [ + 5  G(p)rfp] ,

где гц — полюсы, лежащие в нижней, a rjj — в верхней полуплоскостях, 
1 с /£'(п) dnG (р) = -----\  ------ — , причем можно показать, что интеграл по

Я  (л) Л — р ’
берегам разреза Г по порядку величины равен

Определим вид функции L+(p> п). Заметим, что функция

Г+ (р, гг) = ------------------ ------  регулярна при 1ш р >  е (sin 0О — М) л
р кх

К-(р)  при Im p <  е(1 — М )у а функция L+(p) должна быть регулярной в 
верхней полуплоскости при lm р >  e(sin 0о — М). Пользуясь теоремой 
Коши, напишем

1 “ r+id <й]
О Д .  ”) =  ’ш  i О Д , » )  О Д ,  п)

е(1 — М) >  Im p >  d >  e(sin Оо — Af).
Замкнем контур интегрирования в нижней полуплоскости, тогда ио-

дыитегральпое выражение будет иметь лишь один полюс внутри контура
интегрирования rj =  kx. Вычет в этом полюсе дает

г , ч 2nkrJn'(kra)i"+1 /7 ч
L+(p, п) = ------------ -------- К-(1ех, п) .
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