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ВОЗБУЖДАЕМОГО СОСРЕДОТОЧЕННЫМ ИСТОЧНИКОМ 

В ЖИДКОМ КЛИНЕ С МЯГКИМИ ГРАНИЦАМИ

В . К . К у зн е ц о в

Сообщаются результаты исследования амплитудной и фазовой струк­
туры звукового ноля в жидком клине. Экспериментальны© данные срав­
ниваются с теоретическими выводами, полученными автором.

В работе [1] было показано, что волновое поле в клине с абсолютно 
отражающими границами можно представить спектром нормальных волн 
вида

=  iV m r - W m ( r ,  Z )  Фт (ф) •

Здесь и далее приняты обозначения: ко =  2л / Хо, где XQ есть длина волны 
в среде, заполняющей клиновидную область, Nm — величина, характери­
зующая интенсивность возбуждения нормальной волны порядка т , 
Фт(<р) — тригонометрическая функция sin цт ф или cos р-тф в соответствии 
с характером границ клина (рт  =
=  т л /  фо в рассматриваемом здесь 
случае мягких границ), а функция 
W m(r,z) находится решением двух­
мерного волнового уравнения для сло­
исто-неоднородной среды с показате­

лем преломления п,„ = ] /
4цт2- 1

4/со2 г5
Это решение должно учитывать так- *
же характер источника нормальных Фиг. 1
волн. Смысл других обозначений ви­
ден из фиг. 1. Таким образом, теоре­
тическое исследование задачи сводится к нахождению функции Wm(r, z), 
описывающей иоле отдельной нормальной волны в сечении плоскостью 
ф =  const. Говоря о сосредоточенном источнике нормальных волн, мы 
подразумеваем при построении теории гипотетический источник в виде 
«пульсирующей» дуги ЛгоВ с соответствующим данному порядку нормаль­
ной волны распределением амплитуды колебаний звукового давления вдоль 
дуги. Очевидно, что в соответствующей плоской задаче, определяющей вид 
функции Wm(r, z) источник представляется следом этой дуги в плоскости 
Ф =  0 точкой г =  г0; 2 =  0. Точка г =  r0; z =  0 представляет также и ме­
сто расположения реального источника, которым в наших экспериментах 
являлся цилиндрический излучатель, показанный пунктиром на фиг. 1.

В дальнейшем мы перейдем от обозначений z, г, принятых в цилиндри­
ческой системе координат, удобной в начале решения задачи к обозначе­
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ниям х , г/, принятым в декартовой системе, которую мы используем фак­
тически, переходя к плоской задаче. Кроме того, вводя обозначение

=  » .  (2)

представим выражение показателя преломления в общем для всех нор­
мальных волн виде:

■ лг =  [1 — В Д ] 1/*. (3)

Эксперимент был поставлен в соответствии с изложенной здесь схемой 
теоретического рассмотрения задачи. Измерения проводились в поле одной 
нормальной волны и все экспериментальные результаты, которые здесь 
приводятся, относятся к описанию распределения в плоскости <р =  О 
амплитуды звукового давления и фазовых соотношений в поле первой нор­
мальной волны, для которой легче, чем для других нормальных волн, вы­
полняются условия возбуждения в чистом виде.

Установка, измерительная аппаратура и методика эксперимента, пс- 
пользованпые в дэнпон работе, были описаны нами ранее [2].

Клиновидная область в воде бассейна создавалась подвешенной наклон­
но под углом сро площадкой, поверхность которой являлась в воде акусти­
чески мягкой границей. Цилиндрический нс направленный излучатель по­
мещался в клипе так, чтобы выполнялись условия преимущественного 
возбуждения для первой нормальной волны, т. е. симметрично относитель­
но плоскости ср =  0 и на таком расстоянии от ребра клипа, чтобы выпол­
нялось условие уо <  &2, гДе &2 — параметр (2) нормальпой волны второго 
порядка. Последнее условие означает, что на линии у =  к2 показатель 
преломлепия, описывающий распространение второй нормальной волны, 
п2 =  0 и, следовательно, линия у =  есть место отражепия второй нор­
мальной волны при ее распространении вдоль оси у к вершине клина. Дру­
гими словами, полоса шириной Л-2, примыкающая к ребру клипа, является 
критической областью для нормальной волны второго порядка, и, следова­
тельно, в этой области нормальные волны второго и более высокого поряд­
ков не могут возбуждаться в виде незатухающих волн. В полосе к\ <  у <  
<  кг может возбуждаться в виде незатухающей волны лишь одна первая 
нормальная волна.

При опытах использовался метод непрерывной записи амплитуды и 
фазы при непрерывном перемещении звукоприемника в плоскости <р =  О 
гго трассам вдоль оси х или вдоль оси у. (Назовем их я-трассами, ?/-трас- 
сами). По третьей дорожке записывались масштабные метки. Одновремен­
но с этой крупномасштабной записью на другом самописце осуществля­
лась мелкомасштабная растровая запись, представляющая собой рельеф- 
пую картину распределения амплитуды звукового давления в плоскости 
(х, у), совмещенную с картиной волновых фроптов. (Будем говорить 
:г-растр или у-растр в соответствии с тем, составлен ли растр из строк по 
х-трассам, пли по ^-трассам.)

Дискуссию экспериментальных результатов мы проведем на основе ре­
шения W (x ,y )y полученного методом геометрической оптики. Это целесо­
образно не только потому, что этот метод, широко использующийся при ре­
шении волновых задач для неоднородных сред, здесь, как и во многих дру­
гих задачах, дает хорошее приближение к строгому решению, но также 
и потому, что метод геометрической оптики дает возможность лучше рас­
крыть физическую суть задачи, выраженную в явлениях распространения 
волновых фронтов, рефракции, отражении п пнтерферепции воли.

Приведенная на фиг. 2 растровая осциллограмма представляет типич­
ную картину распределения в плоскости (х , у) амплитуды звукового дав- 
леппя в поле одной нормальной волны, возбужденной сосредоточенным 
источником. (Здесь, как и на всех других подобных фигурах, источник

4Цт2- 1
4/со2
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обозначен кружком.) Прежде всего следует отмстить наличие зоны тени, 
лежащей за линией крайнего максимума. Звуковое поле локализовано в 
пределах границ, описываемых с точностью геометро-оптического прибли­
жения уравнением каустики:

(У2 -  к2) (Уо2 -  /с2) -  /с2*2 =  0. (4)
В результате рефракции поле имеет ярко выраженный интерференцион­

ный характер. Уравнения интерференционных линий rji (а:, у) — т|г(^, у) =  
=  Дг) =  const, т. е. линии постоянной разности хода прямой гр (х , у) и

отраженной Цч{х,у) волн, выраженные через параметр j/uap имеют следую­
щий вид *:

( У 2  —  //пар) (//О2 —  //пар) —  * 2//пар =  0 . (5 )

Эти линии представляют собой семейство конфокальных гипербол с фо­
кусом в точке расположения источника х =  0, у =  у0. В качестве пара­
метра семейства //пар выбрана координата у  вершины гиперболы. Величи­
на //пар принимает непрерывные значения на отрезке у =  к; у =  уо. 
Крайним значениям параметра соответствуют граничные интерференцион­
ные линии, которыми являются каустика (//пар =  к) и вырожденная ги­
пербола //пар =  Уо, имеющая вид луча //о, оо па оси у.

* В статье [1] уравнение интерференционных линий выражено через параметр, 
обозначенный буквой М и содержащий функцию координат Цх , у).  Впоследствии 
выяснилось, что на интерференционных линиях функция /(я, у) остается постоян­
ной, так что Mz =  упар2— Л2. Подстановка Мг в уравнение (17) [1] дает уравнение
(5 ).



Обращаясь к параметру Дт|, соответствующие значения которого лежат 
па отрезке, ограниченном величинами Ац =  0 и

/  ----------  , V Vo2 — к2 \
Л х } =  Д т | т а х  =  2/со J У  у  о2 —  к 2 —  к  a r c t g  -------- --------- I ,

 ̂ К 1 (6 )

100 х

можно показать, что каустика есть интерференционная линия с нулевой 
разностью хода между прямой и отраженной волнами (Дг) =  0), а вырож­
денная гипербола является линией максимальной расфазировки Дцтах, 
равной двойной величине оптического пути между точкой расположения 
источника (х  =  0, у =  уо) и местом критической толщины клина (х  =  0: 
у =  к). Линин интерференционных максимумов и минимумов наблюдают­

ся непосредственно на эксперимен­
тальных записях. Оли имеют раз­
ности хода, кратные величине я 
и, следовательно, представляются 
рядом дискретпых значений пара­

метра Ацп =  7гя, п =  0, 1, 2,
3, . . .  . Четные п  относятся к мак­
симумам, нечетные — к миниму­
мам.

На фиг. 3 сплошными линиями 
изображены линии максимумов, 
скалькированные с осциллограммы 
фиг. 2. Там же пунктиром нанесе­

ны соответствующие им теоретические кривые. Как и следовало ожидать, 
строгого совпадения теоретических и экспериментальных линий не наблю­
дается, хотя, очевидно, что теоретические гиперболы хорошо вписываются 
в экспериментальные кривые. Строгого совпадения и нельзя было ожидать, 
хотя бы потому, что расчет произведен методом геометрической оптики, 
который, как известно, при вычислении оптического пути, проходящего 
через фокус или каустику, дает в случае плоского поля результат, отли­
чающийся от действительного на величипу —я /  2. Это обстоятельство 
лежит в основе того хорошо изнестпого факта, что каустики в подобного 
рода волновых нолях не со­
впадают с крайними макси­
мумами, что должно бы иметь 
место, согласно выводам гео­
метрической оптики, а прохо­
дят по их внешним склонам
[3], что и наблюдается на 
фиг. 3. Некоторого несовпа­
дения теоретических и экспе­
риментальных результатов 
следовало ожидать также и 
потому, что нижняя граница 
все же отличается от абсо­
лютно мягкой. На фиг. 4 изо­
бражена теоретическая по­
следовательность волновых 
фронтов г] (.г, у) =  const, описывающая механизм отражения волны. Рас­
чет произведен для случая фо »  4°, /  =  14 кгц. Сплошной линией обозна­
чены фронты прямой волны, пупктирной — фронты отраженной волны 
и каустика. В окрестности цилиндрического излучателя волновой 
фронт замкнут и имеет форму слабо деформированной окружности. По 
мере расхождения волны деформация становится сильнее, но все фронты, 
до некоторой величины пабега фазы, остаются замкнутыми гладкими 
линиями.

О 60 120 180х

Фиг. 4
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Ы  -  к2
к достигаетВолновой фронт с фазой гр* =  ко (У//о2 — к2 — к arctg

каустики в точке х =  0, у  =  к и претерпевает излом в этой точке, так что 
касательная к линии фронта в пей перпендикулярна каустике. Далее на­
ступает разрыв фронта, и зарождается отраженная волна. Края фронта 
прямой волны, смыкающиеся на каустике с краями фронта отраженной 
волны, начинают расходиться, скользя вдоль каустики. Фронт волны де­
формируется при этом таким образом, что общий для прямой и отражен­
ной волны участок фронта на каустике все время остается иерпепдикуляр- 
ным к пей. (На фиг. 4 для большей наглядности и в соответствии с экспе-

Фиг. 5
риментальной картиной фронты пунктирной линией продолжены за ка  ̂
устику в область тени.) Фронтам У, 2У 3, 4, 5 соответствуют разности хода 
гц =  2л; rj2 =  т)Л; щ  =  Щ +  я; т]4 =  щ  +  3л; т)5 =  Ци +  9л.

Из этой картины видно, что каустика представляет собой лучевую труб­
ку суммарного поля. Величина оптического пути вдоль нее выражается 
формулой

, . , Уг/о2я2 +  (г/о2 — к 2) 2 Уг/о2я2 +  (г/о2 — /с2)2
у  у о2 -  к2 к  У у о2 -  к2

Вместе с тем очевидно, что каустика является местом отражения волны, 
что также следует из факта равенства нулю разности хода Дт| на каустике. 
Из экспериментальных записей (2) видно, что в полосе, примыкающей 
к каустике со стороны зоны тени, волна распространяется вдоль каустики 
аналогично неоднородной волне, распространяющейся вдоль границы раз­
дела сред в случае полного внутреннего отражения плоской волны. В асим­
птотике, при больших значениях г/, когда ветви каустики становятся пря­
мыми линиями ф =  ± a rc  cos к /  у линии волновых фронтов принимают вид 
дуг окружностей. Подобную последовательность волновых фронтов, фик­
сированных с интервалом Ат) =  2л можно наблюдать непосредственно на 
приведенных здесь экспериментальных записях, на которых они обозначе­
ны точками. Следует пояснить, что линии фронтов получаются хорошо вы­
раженными при записи тех областей поля, где они пересекаются трассами 
движения звукоприемника под углами, близкими л / 2, а в тех местах, где 
пересечение фронтов происходит иод малыми углами, точки, обозначающие 
фронт, далеко отстоят друг от друга, и линии фронтов прослеживаются 
с трудом. Чтобы исключить такие пробелы в экспериментальных записях, 
они производились дважды — один раз в виде ж-растра, другой — у-растра.

На фиг. 5, 6 приводятся ^-растры соответственно для случаев /  =  8, 
/  =  14 кгц.
5 Акустический журнал, Л» 2 225



На фиг. 7 изображены волновые фронты, скалькированные с осцилло­
граммы фиг. 6. При сравнении теоретических и экспериментальных картин 
надо иметь в виду, что на экспериментальных записях мы имеем дело 
с суммарным полем, и, следовательно, линии волновых фронтов не разде­
ляются на участки прямой и отраженной волн, как при теоретическом

Ф и г .  6

построении. Тем не менее экспериментальные волновые фронты по своей 
форме весьма близки (ср. фиг. 4 и 7) к волновым фронтам, рассчитанным 
для прямой волны. Здесь очевидно следующее объяснение: в ближнем

поле, где фронт отраженной волны по 
своей форме сильно отличается от фрон­
та прямой волны, этот результат обус­
ловлен фактом сильного преобладания 
прямой волны над отраженной, а в об­
ласти больших у, где отраженная волна 
становится по амплитуде равной прямой 
волне, фронт отраженной волны стано­
вится подобным фронту прямой волны. 
В области каустики, где также имеет 

место равенство амплитуд прямой и отраженной волны, их фронты явля­
ются близко совпадающими.

Распределение амплитуды звукового давления суммарного поля в гео­
метро-оптическом приближении описывается следующим выражением:

г|) (хл у) =  Ny-'f> Ф (0) W (х, у) =
\ ________________________________________________________________________________________________

=  N y -'b V ------------------------------- 1 —  У
[{{/О2— к 2) {У2- Щ  к 2Х2] \ ( У2 _  ^ 2 ) 2 ^ 2 ( * 2 + 2 ^ 2 ^ )

X
I t  +  У о2 +  а-’2 -  2 к2 + . 2 у  (г/„2 -  к2) (у2 -  к2) — к2х2

1(У2~  У о2)2 +  х2(х2 +  2 if +  2г/о2)

У У2 +  У о2 +  *2 -  2 к2 -  2 У (</о2 -  к2) (у2 -  к2) -  к2х2 , о 
---------- ------ --------------------------- ----------------------------------- \- 2 COS Аг|,

У  (У2 У о2)2 +  х2{х2 +  2 У2 +• 2у02)
(7 )
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где Дт) =  ко { У U2 +  1/о2 +  *2 ~  2fc2 +  2 У (уо2- к 2) (/У2—А'2) —к2х2—

- У г/2 +  г/о2 +  X2 -  2 к2 -  2 ЦУог — к2) (У2 - к 2) - к 2х ^ -

У  г/2+г/о2+ ^ 2 -  2/с2 +  2 У (Уо2 -  /С2) (?/2- Щ -к ^ х 2 _
— 2к  Arctg 2/с

у  г/2+г/о2+ * 2 -  2 /.-2 -  2  у (г/о2 -  &2) (г/2 -  к 2) - а-2*2 п |

'  2Л

есть разность хода прямой и отраженной ноли. На фиг. 8 приведены графи­
ки распределения амплитуды звукового давления, рассчитанные по этой 
формуле для трасс х  =  0, х =  5, х  =  10 см. На фиг. 8 пунктирной линией

нанесен для сравнения экспериментальный график. Наблюдающееся 
здесь смещение экспериментальной кривой относительно теоретической 
обусловлено обстоятельствами, о которых уже говорилось при сравнении 
расположения экспериментальных и теоретических интерференционных 
линий. Разумеется, выражение (7) но применимо для расчета поля на ка­
устике и в ее окрестностях. На каустике, где множитель знаменателя 
[ (у2 — к2) (уо2 — к2) — /йе2] обращается в нуль, оно обращается в беско­
нечность. Особенность в точке расположения источника х  =  0, у =  уо 
учитывается множителем

[(У2 — Уо2)2 +  *2 (х2 +  2 у2 +  2г/о2) ].
В асимптотике, в области больших у , где происходит разрешение вол­

нового поля, выражение (7) можно представить в виде, разделенном отно­
сительно полярных координат р, а

. и = л ( « ) й ( р , , Д ( р ) = 1 , л ( „ , = у ^ ± ^
fcos2 а к2/уо2

(8)

Лг) =  2к0 [Vу о2 cos2 а — /с2 — к Arctg У//о2 cos2 а — к2 
к

р =  ух2 +  у \  а =  arccos - .
У*2 +  у2

График функции А (а) (фиг. 9), являющейся характеристикой направлен­
ности в плоскости (х, у ), построен для /  =  9,6 кгцу у0 =  254 см. Максимум 
энергии излучепия располагается в областях, примыкающих к асимптотам
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Фиг. 10

каустики. Ширина характеристики направленности, определяется угловым 
коэффициентом асимптот ао =  arccos к /  y0t а число лепестков характери­
стики направленности — величиной максимальной расфазировки прямой и 
отраженной волн

Г Ууо2 — &2 ~ Уу& — к21
А'Птах =  2к0к |    -------- arctg ------- |

которая, как уже говорилось, представляет собой двойную величину опти­
ческого пути между точкой расположения источника х =  0, у =  у о и точ­
кой «критической толщины» клина х —  0, у =  к. Более того, можно ска­
зать, что характер волнового поля вообще однозначно определяется вели­
чиной Arjmax • зависимость волнового поля от частоты /  и координаты места 
расположения источника уо такова, что разным частотам или разным вели­
чинам уо соответствуют подобные волновые картины, отличающиеся лишь 
своими масштабами, если эти картины соответствуют равным Arjmax 
(т. е. равным значениям к /  у0) . На фигурах 10, 11, 12 представлены случаи 
пАшах =  0, Arjmax ^  2я, Arjmax «  18я, соответствеипо. Очевидно, чем 
больше величина Arjmax, тем более резко выражена граница тени и тем 
более строгим становится геометро-оптический метод описапия. Случай, 
представленный здесь величиной rjAmax ~  2я, еще поддается геометро- 
оптическому описанию, чего псльзя сказать о случае Arjmax, представлен­
ном на фиг. 10, когда излучатель располагался в точке «критической тол­
щины» клина, т. е. уо =  к. Так, например, согласно формуле (9), харак­
теристика направленности в этом случае должна иметь ширину ао =  0, 
и волна должна иметь плоский фронт, что, разумеется, не наблюдается на 
экспериментальных картинах.

Легко видеть, что приведенные здесь для описания волнового поля в 
клине результаты автоматически переносятся на волновые поля в слоисто­
неоднородных средах, показатель преломления которых определяется вы­
ражением (3). Поле от источника в виде бесконечно длинной «светящейся 
нити», ориентированной соответствующим образом относительно такого 
рода слоистости, описывается функцией W  (х, у). Возможно, что приведен­
ные здесь экспериментальные картины представляют интерес не только 
в применении к этому частному виду неоднородности, поскольку они изо­
бражают характерные для всех непрерывных слоисто-псоднородных сред
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Фиг. 12

явления, тем более, что в литературе но волновым полям в неоднородных 
средах мы не находим сообщений о подобных экспериментах. Постановка 
аналогичных экспериментов с неоднородными средами в акустическом и 
радиотехническом вариантах связана, по-видимому, прежде всего с труд­
ностями принципиального порядка, возникающими при изготовлении моде­
лей сред. В оптическом варианте, кроме того, из-за малости длины волны 
невозможны фазовые измерения. В связи с этим уместно отметить также,
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что приведенные здесь экспериментальные картины дают возможность су­
дить об эффективности метода моделирования неоднородных сред, описан­
ного нами в работе [2]. В природных условиях среда с показателем пре­
ломления вида (3) для электромагнитных волн реализуется в ионосфере
[4], а явление рефракции нормальных волн может наблюдаться в гидро­
акустике. Как уже указывалось нами [1], именно береговая рефракция 
нормальных волн даст ответы на вопросы, возникшие у американской 
гидроакустической экспедиции [5].

Автор благодарит С. Н. Ржевкина и В. А. Красильникова за полезное 
обсуждение работы на семинарах, а также В. Ф. Гришину, выполнившую 
основную часть экспериментальной работы для построения теоретических 
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