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Целый ряд явлений (таких как кавитация, подводный взрыв и элек­
трический разряд в жидкости, кипение и др.) сопровождаются распрост­
ранением в жидкости сферических волн конечной амплитуды, что описы­
вается системой уравнений гидродинамики и уравнением состояния

ди да 1 др 
dt U дг р дг 1 (1)

1 + 1 1  -  »• (2)

р — р{ Р, S), (3)
где и, р, о, S  — соответственно скорость, давление, плотность и энтропия 
в точке пространства г в момент времени t. Однако точное решение си­
стемы (1) —(3) для волн конечной амплитуды не найдено, в отличие от 
плоского случая, для которого существует известное риманово решение
[1]. Эффективным приближенным методом рассмотрения сферических 
волн конечной амплитуды является метод, предложенный Кирквудом и 
Бете [2].
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Если ввести потенциал скорости ер так, что и =  —ду /  дг, то уравне­
ния (1) и (2) можно представить в виде

д2Ф 1 д2Ф 1 ( и ди2 dи2
“  2 ‘дг2 dt2 дг d I (4)

где Ф =  г(р. При малых возмущениях, когда можно пренебречь членами 
порядка н2, уравнение (4) сводится к волновому. Это означает, что зна­
чения гф распространяются со скоростью с =  с0, где с0 — скорость рас­
пространения звука в невозмущенпой жидкости. При произвольных воз­
мущениях для уравнения (4) не удается получить решение в виде бегу­
щей волны.

Тем не менее, Кирквуд и Бете предположили, что величина пр в этом 
случае распространяется со скоростью с — с +  и, подобно тому, как рас­
пространяются фиксированные значения давления и скорости в плоской 
римановой волне (с — локальная скорость распространения звука в жид­
кости). Это означает, что величина г также распространяется со ско-

dt
ростыо с. Из уравнений гидродинамики следует, что [2J

dt 2 (5)
где /г — удельная энталышя; для изоэнтропических течений, которые рас­
сматриваются в дальнейшем,

р. dp
(6 )

vоо
где До© — давление в жидкости на бесконечности. 

Согласно теории Кирквуда и Бете функция
<5ф '  ”2 ̂ Щ / и \G(r,t) =  r ~ r ( h +  т ) (7)

распространяется со скоростью с, т. е. справедливо уравнение
dG dG

+  с — =  0. (8)
dt дг

Следовательно, если известно значение функции С(Д, tR) на поверх­
ности излучающей сферы радиуса R  в момент времени tR, то ее значение 
в произвольной точке пространства г в момент времени t определяется 
равенством:

£ ( r»*)=  G(R,tH) =  GR(tR), (9)
где

=  t n + 5
dr

( 10)

R

В дальнейшем рассматривается распространение волн конечной амп­
литуды в средах, для которых справедливо уравнение состояния вида

= ^  ( Л ) ” \  Ро/
Вг ( И )

где А, В и п — некоторые константы; для воды можно принять, что Л =  
=  3001 атм, В =  3000 атм, п =  7. В этом случае вблизи фронта волны 
имеют место соотношения:

G =  rc0u ( l  -|- рм), (12)
£ = 0 ( 1  +  2 ^ ) ,  (13)
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где P =  ------  . Выражая dr из формулы (12) и принимая во внимание,
4ео

что функция G остается постоянной при распространении, получаем

dr G \  da
Y ~  i  и? {1 +

/

I (14)
R U

где U =-u(R, tR). Произведя интегрирование в правой части равенства 
(14) и подставляя получеппый результат в формулу (10), окончательно 
определяем t как функцию G, R  и г:

1 + 2 f t o  t + mС р » ( 1  +  р » )  p t f ( l  +  p f f )

_ 21пл ± м е ] ,  (15)
p»(l +  pff)

где, согласпо формуле (12),

/•Со2

рг/ =
1
2 i?C02 /

x l

] •

(16)

(17)

а выражено в функции G с помощью соотношения (9).
Проанализируем полученное решение (15). Если возмущения невели­

ки и можно пренебречь (За по сравнению с единицей в знаменателе фор­
мулы (14), то из выражения (15) следует известный результат линейной 
акустики:

г — R
t - t R = ---------. (18)

Со

В этом случае запаздывание (I — tR) возмущения при распростране­
нии от поверхности излучающей сферы радиуса R  до точки г простран­
ства является величиной, не зависящей от G.

Учет следующего члена в разложении знаменателя формулы (15) по 
ра приводит к решению

t - t R =
r - R

Со

В этом случае запаздывание (t — tR) оказывается линейной функцией
G. Отсюда следует, что в отличие от формулы (18) это решение описы­
вает волну, профиль которой изменяется при распространении. Интерес­
но отметить, что формула (19) в точности совпадает с результатом непо­
средственного интегрирования уравнений гидродинамики во втором при­
ближении по |3а [3, 4].

В общем случае для произвольных возмущений соотношение (15) поз­
воляет определить t  как функцию G, Л и г и  найти тем самым поле гид­
родинамических величин — скорости и из равенства (16) и давления р 
по формуле

которая следует из выражения (11) при учете того, что согласно форму-

л в ( 1 3 ) с = с „ ( 1 + ^ 1 и ) , а с другой стороны с2 =  (др/дp)(S.
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Таким образом, нахождение поля гидродинамических величин, созда­
ваемого сферой радиуса /?, сводится к определению функций R (tд) и

GR(tR) =  R ^ H  +  — (21)

где Н  — удельная энтальпия на поверхности /?; согласно формулам (6) 
и (11)

Р(Л) у ,  п—1 п—1

я =  S ^  =  — {[р(Я) +  В ] ~ - 1р .+  5] }. (2 2 )J р тг — 1 ро I
Рсо

Из полученных соотношений (21) и (22) следует, что функция 
GR(tR) в свою очередь определяется изменением радиуса R (tR) излучаю­
щей сферы. Подставим G из формулы (7) в уравнение (8) и исключим 
частные производные при помощи уравнений гидродинамики (1) и (2); 
тогда при г =  R мы получим уравнение:

т
R  dp

( 11 ) +  J?
/ +  2 ^dt П‘ и \ 

3 с )
f и \, r R ( и \ dll

(23)=  (S + - C
, / /  +  - ( ! -

которое описывает изменение радиуса излучающей сферы с учетом сжи­
маемости жидкости. Здесь и — dR / dty а скорость звука с на поверхности 
сферы, согласно соотношениям (6) и (11), выражается как функция 
н /  п — 1 \У*

с =  с0 ( 1 Ч----—— Н ) . (24)

.Решением уравнения (23) является функция R (tR), подстановка ко­
торой в выражения (21) и (22) позволяет определить GR(tR) и найти 
поле гидродинамических величин по формулам (15), (16) и (20). Вид 
функции R (tR) определяется, согласно уравнениям (22) и (23), значе­
ниями давления p(R)  на поверхности излучающей сферы, давлением на 
бесконечности р<х> и начальными условиями при решении уравнения (23), 
т. е. определяемые физическими параметрами рассчитываемой задачи.

Рассмотрим волны конечной амплитуды, излучаемые сферической га­
зовой полостью, захлопывающейся в ж и д к о с т и  в  поле ультразвуковой вол­
ны частоты о), т. е. при ультразвуковой кавитации. Из многочисленных 
экспериментов [6] известно, что кавитационные полости, вырастая до от­
носительно больших размеров вследствие отрицательных давлений ульт­
развукового поля, захлопываются в фазе положительных давлений до 
микроскопических размеров. При этом кавитационные полости излучают 
сферические волны сжатия чрезвычайно больших амплитуд, которые при 
распространении в жидкости превращаются в интенсивные ударные вол­
ны, обуславливающие воздействие кавитации на различпые вещества.

Изменение радиуса полости во времени определяется при ультразву­
ковой кавитации уравнением (23), где в этом случае энтальпия И  равна

п— 1

2 а \  { Rt> \ 3v_ 2 о 
7г > R

— [Ро — Pm sin a t  +  В] " | .

Г
J

(25)

Здесь Ро и ро — равновесные давление и плотность жидкости, Но — на­
чальный радиус полости, а — коэффициент поверхностного натяжения в
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жидкости, Pm — амплитуда давления ультразвуковой волны. При выводе 
формулы (25) использовалось условие равенства давлений газа и жид­
кости на границе полости. Газ считался идеальным, изменение его состоя­
ния предполагалось адиабатическим, причем для удобства расчетов было 
принято у =  4/з-

На фиг. 1, а представлена зависимость безразмерного радиуса В I  Во 
кавитационной полости от времени для Во =  10-4 см, /  =  со /  2л =  
=  500 кгц, Р т  =  5,0 атм, полученная путем численного интегрирования 
уравнения (23) па ЭВЦМ при начальных условиях Д|*=0 =  /?о 
dR\dt\t=o =  0. Внизу на фиг. 1, а показано измепепие во времени давле- 
ния ультразвукового ноля, действующего на полость. На фиг. 1, б сплош­
ной кривой представлена соответственная зависимость Gr о т  времени, вы­
численная по формуле (21).

Зная закон изменения функций R и Gr по формулам (9) и (15), мож­
но вычислить зависимости G(r, t) в произвольной точке пространства. 
В качестве примера на фиг. 1, б пунктирной кривой представлена зави­
симость G(t) на расстоянии г =  103Л0. Как видно, нелинейные эффекты 
при распространении приводят к искажению функции С(г, £), так что 
она становится неоднозначной. При этом, искажение тем значительнее, 
чем больше значение G, что и следовало ожидать.

На фиг. 2 показаны зависимости давления в жидкости от времени на 
различных расстояниях от излучающей кавитационной полости, вычис­
ленные по формуле (20) для тех же условий, что и выше; начальный 
момент времени t =  0 соответствует моменту полного захлопывания по­
лости. Нетрудно видеть, что профили давления также становятся неодно­
значными, что физически означает образование ударных волн. Их поло­
жения и амплитуды могут быть найдены при помощи геометрического 
условия «равенства площадей» |1 ]. Полученный в результате такого по­
строения профиль ударной волны изображен на фиг. 2 для случая
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г =  20/?о жирной линией. Интересно отметить, что амплитуда ударной 
волны в этом случае оказывается па два порядка меньше максимального 
давления в волне сжатия, определяемого только с учетом сферического 
расхождения.

В связи с этим интересно сопоставить уменьшение амплитуды удар­
ной волны в зависимости от расстояния с уменьшением амплитуды волны 
давления вследствие сферического расхождения. На фиг. 3 показаны для 
тех же условий, что и для фиг. 1, зависимости амплитуды волны дав­
ления без учета диссипации (кривая 1) и амплитуды ударной волны (кри­
вая 2) от расстояния г. Как видно, заметное затухание ударной волны

происходит вблизи полости на расстояниях порядка Rmах, еде Rmах — 
максимальный радиус кавитационной полости (см. фиг. 1). Необходимо 
отметить, что в рассмотренном случае при захлопывании полости до /?min 
максимальное давление в жидкости достигает весьма значительных ве­
личин ~  107 атм, когда, вообще говоря, уравнение состояния (11) стано­
вится весьма приближенным.

Подобным же образом можно рассмотреть излучение волны конечной 
амплитуды сферой, первоначальное давление газа в которой рщ намного

32С



Ф
иг.

izг

о

d w
wo

'd



больше равновесного, а начальная скорость равна нулю. К такой упро­
щенной схеме очень часто сводится задача подводного взрыва или элект­
роискрового разряда в жидкости. Изменение радиуса полости во времени 
в этом случае определяется уравнением (23), где энтальпия Н  равна

«—I

н  =
—  1+  B J - [ Р о +  В] * }. (26)

Газ внутри полости считается идеальным, а изменение его состояния 
предполагается адиабатическим (у =  4/з). Радиус полости очень быстро 
увеличивается во времени, вследствие чего соответствующим образом 
уменьшается давление газа, а также функция GR(tR), определяющая поле 
гидродинамических величин. На фиг. 4 кривыми 1 представлены резуль­
таты расчетов профилей давления в волне сжатия на различных расстоя­
ниях от излучающей полости для случая /?го =  105 атм, По =  0,1 см. Кри­
выми 2 показаны полученные на основе этого расчета профили волн сжа­
тия с ударными фронтами. Легко видеть, что в этом случае образование 
ударных фронтов также приводит к значительному затуханию волн ко­
нечной амплитуды при распространении в жидкости.

В заключение необходимо отметить, что рассмотренный выше метод 
может быть применен при расчете сферических волн конечной амплиту­
ды, излучаемых в газообразной или упругой среде. При этом необходима 
только соответствующая замена уравнения состояния (11).
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