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Рассматриваются корреляционные характеристики звукового поля 
вблизи упругой пластины, на которой задано статистическое поле упру­
гих смещений. Показано, что в непосредственной близости от пластины 
колебательный процесс определяется ее упругими характеристиками. 
За пределами неволновой зоны, в области частот ппже критической, 
поле обусловлено цилиндрической волной, излучаемой краем пластипы. 
Полученные результаты подтверждены экспериментально.

Как правило, авторы, исследующие ноля излучения упругих тел, огра­
ничиваются рассмотрением зоны дифракции Фраунгофера. При этом обыч­
но интересуются средней интенсивностью излучения [1, 2]. Некоторые 
формальные соотношения для пространственной корреляции давлений в 
поле излучения упругой плоскости получены в работе [3].

Ниже рассматриваются приближенно пространственные корреляцион­
ные соотношения в ближнем ноле упругой пластины, па которой задано из­
вестное распределение пормальных колебательных скоростей (или смеще­
ний) . Для простоты будем полагать, что волновой процесс в некоторой точке 
пластины возникает благодаря воздействию на се поверхность совокуп­
ности бесконечно удаленных независимых случайных источников, вызыва­
ющих колебания изгиба. Все рассмотрение будем вести для спектральных 
амплитуд давлений и колебательных смещений, представляющих собой ре­
зультат интегрального преобразования Фурье — Стильтьеса от соответст­
венных временных функций.

Звуковое поле в среде, окружающей пластину, подчиняется волновому 
уравнению

V 2P(R) +  /c2/>(R) =  0, (1)

где R — радиус-вектор точки наблюдения, к  — волновое число в среде.
Если объемные источники отсутствуют, то решение с помощью одно­

членной формулы Грина можно выразить через функцию Грина для полу­
пространства при граничных условиях Неймана.

Р{Т{) =L  S  д̂ Г  ’ (2 )
S

где G0(R /R ')  — значение функции Грина, когда точка источника находит­
ся на поверхности z' =  0. Из неразрывности среды вытекает граничное 
условие

дР(Щ
дп

=  —pcoW (R).
2 = 0
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•С учетом формул (2) и (3) мы получим выражение для взаимного спектра 
давлений в двух точках поля:

Ч'р =  P(R,)P* (R2) =
р2со4

4я2 5  ̂ W (R1/)W"(R,')Go(R,/Ri/)X
S, Sj

X G0* (Кг/Кг')dRi'dR2'.

Здесь черта сверху означает осреднение по ансамблю реализаций, значок 
* — комплексное сопряжение. Временной фактор еш  всюду опущен. Со­
отношение (4) связывает взаимный спектр давлений в поле излучения с 
аналогичной статистической характеристикой поля смещений на колеблю­
щейся пластине.

Рассмотрим сначала наиболее простой случай, когда звуковое поле об­
разуется в результате колебаний бесконечной упругой плоскости. При этом 
и нашем случае на плоскости возникает двумерное изотропное поле сме­
щений, взаимный спектр которого имеет вид

'F w =  W  (R/) W* (R/) =  л / о ( М ^ - Л 2' | ) ,  (5)
где ки — волновое число изгибыых колебаний.

Для функции Грина Со используем известное разложение но плоским 
волнам

со

.Со(й , / К ' ) = ^ И
охр {i[kx (Xi' — Xi) +  ку{у\ — yi) +  k zz v]}

h7
dkx dky.

— CO

где
kz =  y/c2 -  k x* -  k y\ (6)

k x, k y, kz — компоненты волнового вектора. Функцию Бесселя 
/o(*u|Ri/ — I V |) представим в виде интеграла Парсеваля [4J:

2л
7o(Au|Rl, - I V | )  =  — I exp { ikul ix /  — х2' )cose +  (уI — У2 )sill Q]}dQ. (7)

о
Подставляя выражения (G) и (7) в формулу (4) и используя свойства 
дельта-функции Дирака

б (т) =  —  ^ e ixtdt, (8)

получим, после вычисления интегралов,

,тг о ,  t e x p {i [ z , У&2 ки2 z2(l/k2 — ки 2) *]} -  т
Ч'р =  л2р2а>4---- *------------ |^ 2 " ~/t, 2|----------------- — 1 4 ) .

В практических случаях обычно наиболее интересной оказывается 
-функция пространственной корреляции, или соответственный взаимный 
спектр в плоскостях, параллельных упругой поверхности, т. е. в случае 
2, =  22 =  z. При этом для двух различных случаев соотношения волновых 
чисел в пластине и окружающей среде получаем соответственно

/с2 __ /c ~i Jo (/с« I Ri — Ra |
'I p Л2р2С0'

~ * ‘l - м ы  « ■ - » ’ !>

U>k

(10)

h<kи

Из формул (10) прежде всего следует, что бесконечная упругая плос­
кость, на которой имеется изотропное вибрационное поле, излучает звуко­
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вую энергию в дальнюю зону только в том случае, когда волновое число 
пзгибных колебаний в ней меньше волнового числа в среде. Этот факт до­
статочно хорошо освещен в литературе. В диапазоне к  <  ки имеет место 
неоднородное звуковое поле, затухающее но мере удаления от пластины. 
При этом тто характеру осцилляций взаимный спектр давлений совпадает 
со взаимным спектром вибраций. В случае к  >  ки статистические свойст­
ва случайного поля на пластине переносятся без изменений па любую па­
раллельную плоскость z =  const. Аналогичные результаты были получены

в работе [5]. Такая ситуация характерна для поля 
излучения упругой плоскости, если на ней пет ка­
ких-либо неоднородностей или источников, не уда­
ленных на бесконечное расстояние от точки наблю­
дения.

Неограниченное возрастание взаимного спектра 
на резонансе к =  ки выражает тот факт, что в 

* случае отсутствия затухания при интегрировании 
учитываются волны, приходящие со сколь угодно 
далеких участков поверхности.

Важно отметить также следующее обстоятель­
ство: при к <  ки звуковые давления в двух точках 
поля, расстояние между которыми меньше длины 
звуковой волны, могут оказаться существенно раз­

личными, что на первый взгляд кажется противоречащим физическому 
смыслу волиового уравнения. В действительности это явлепие, благодаря 
наличию экспоненциального затухания, может иметь место лишь в самой не­
посредственной близости от колеблющейся поверхности, т. е. в той узкой 
пристеночной зоне, где определяющими оказываются не свойства окружаю­
щей среды, а именно упругие параметры этой поверхности.

Ь реальных конструкциях упругие пластины п оболочки всегда имеют 
какие-то неоднородности или границы в конечной части пространства, 
присутствие которых оказывает существенное влияние на структуру как 
ноля излучения, так и вибрационного поля на упругих поверхностях.

Ограничимся рассмотрением простейшей из такого рода задач, которая, 
несмотря на модельный характер, позволит выяснить некоторые физиче­
ские особенности экспериментально наблюдаемых явлений.

Исследуем корреляционные соотношения в поле вблизи упругой полу­
плоскости (фиг. 1), дополненной в области х  <  0 бесконечным акустически 
жестким экраном. Грапицу полуплоскости х =  0 будем для простоты пола­
гать шарнирно связанной с краем экрана. Коэффициент отражения плос­
кой изгибной волны от такого края В =  —1.

Поле упругих смещений в точке наблюдения (я /, у/ ,  0) представляет 
собой суперпозицию падающей и отраженной от края изгибных воли. Как 
и в предыдущем случае, изгибные волны, приходящие под разными угла­
ми, будем считать некоррелированными. Взаимный спектр вибраций в двух 
точках упругой поверхности можно в этом случае написать в виде

I V  =  ] V ( R / )  W- (R2')da =  2n[Jo(ku | -  I V  |) -
-л/г

-  h ( k uy ( x 2'  +  */)* -  (у2'  -  У / ) 2) ] .  (И)
Очевидно, что при достаточном удалении от границы х =  0 (при х \ \  
хг оо), формула (11) переходит в выражение для взаимного спектра ви­
браций на упругой плоскости. Обращение выражения (11) в нуль при 

=  0 или х\ =  0 связано с отсутствием смещений на шарнирно опертом
крае. •

Первый член в квадратных скобках (11) описывает часть взаимного 
спектра, аналогичную «равномерной» части поверхностного тока в физиче­
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ской теории дифракции [6]. Соответственно второй член, обусловленный 
наличием границы, аналогичен «неравномерной» части поверхностного то­
ка. Для тела, волновые размеры которого достаточно велики, «неравномер­
ная» часть тока локализуется вблизи границ и быстро затухает по мере 
удаления от них. Поэтому на основании рассматриваемой ниже задачи, 
можно приближенно исследовать, например, случайное ноле вблизи беско­
нечной упругой полосы, как результат наложения решений для двух полу­
плоскостей.

В соответствии с выражением (11), взаимный спектр звуковых давле­
ний будем искать также в виде двух слагаемых:

у р =  цгрх _  (12)

Из выражения (4), с учетом формул (5) и (6), после проведения там, где 
это возможно непосредственно, интегрирования в пространстве волновых 
чисел и по поверхности полуплоскости, для 4rPl получим выражение:

2л

V p , = Лр2(|)4
о

ехр<£ [ки ( X i  — х2) сон а -\- ки (j/i — У2) sin а  +  
+  zty/c2 -  ки2 - Н  •]>

| к2 — ки21

i exp(i [kuXi cos a +  kuiji sin a  +  укг — &u2*d)-  v
я У к2 — к

СО

5

(exp (i[kXiZ2 — кауг sin а — z2(yk2—ки2 sin2 a — kx 2) ']) dkx2

— CO
(У/с2 — киг sin2 a  — kx 2) * (ku cos a +  kXd)

+

i exp(—i\kux2cos a +  kuy2$m a +  MY*2 — *u2) *]) ^  
~л (У/с2 -  ки*у

o o

— CO

exp <— i [fcT,3i — k }Lyl sin a — Zj y/c2 — k , 2 sin2 a  — kXl2]) dkx,

y/c2 — ku2sin2 a — kx 2(ku cos a +  kXl)
+

f
A  0 3

- Ц
л2 '

exp(— i[kXlx  1 — kulh sin a  — z ^ k 2 — kuz sin2 a  — kx 2])dkx, 
y/c2 — k v2 sin2 a  — kx 2(lcu cos a  +  kx,)

X

c exp^/cs.Za —  /cMjf2 s in a  —  Z2.d k 2 —  /cu2sin2a  —  кх 2)'])с1кхл  
X \ ' * - * ’ г clo,.

J  / 1 / 1 .9  7. /„ 2 4 * / / .  «  I h  \  t

— CO
(y/c2 — /t*u2 sin2 a — kx 2) ‘ (&u cos a +  kX/)

(13)
При этом для вычислений наряду с обычными дельта-функциями Дирака 
8(т) были использованы также часто вводимые в рассмотрение сингуляр­
ные функции:

1 Гб±(т) =  —  ) *ь**Лх, Ztc * (14)

которые связаны с функцией Дирака следующим формальным соотноше­
нием:

s4 W = i e W ± ^ p l ,  ( « )
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где Р — символ главного значения, означающий, что интегралы, которыо 
содержат такие сингулярные функции, вычисляются в смысле главного* 
значения. Для дальнейшего полезно пояснить это обстоятельство несколь­
ко подробнее.

оо оо
Расходящиеся в обычном смысле интегралы j  Cos txdt и ^ sin txdl

о о
или аналогичные ряды могут быть просуммированы [7] посредством вве­
дения под интеграл некоторой весовой функции, удовлетворяющей так 
называемому принципу «перманентности». Согласно этому принципу для 
рядов или интегралов, сходящихся в обычном смысле, повое определение 
суммы или интеграла должно быть адекватно старому. Предложенные раз­
личными авторами (Чезаро, Хёлдер, Абель, Борель) методы подобного сум­
мирования отличаются но определению новой суммы (интеграла) и весо­

вой функции. Таким образом, в смысле Чеза­
ро оказывается

оо

я
 ̂cos txdl =  6(т),
о

со

\  sin txdl =

1
(т ф  0)

(16)

0 (т =  0).
Отсюда непосредственно вытекает соотноше­
ние (15) и становится очевидным, что все ин­
тегралы, содержащие Р 1 /  т, не имеют полю­
сов в точке т =  0. В дальнейшем символ 
главного значения мы будем опускать.

Вычисления для второго слагаемого в правой части соотношения (12), 
естественно, ничем не отличаются от предыдущего.

Оставшиеся интегралы в формуле (13) точно вычислить не удастся,, 
поэтому мы ограничимся исследованием поля на больших расстояниях от 
ребра полуплоскости. При этом расстояние до точки наблюдения по норма­
ли к упругой поверхности может оставаться произвольным.

В таком случае оказывается возможным интегралы вида

г ехр (г [кхх — z у/с2 — /с,,2 sin2 а  — кх2])
Z =  -  3 -  ■ - ........... .............  ............................................d k

— ОО
У к2 — ки2 sin2 а — кх2(ки cos а - f  кх)

(17)

входящие в выражение (13), вычислить с помощью метода перевала.
Контур интегрирования и перевальный путь изображены на фиг. 2, гд<* 

комплексная переменная интегрирования обозначена через ф, а точка пере­
вала Оо определяется соотношением tg Оо =  х / z. Очевидпо, что если рас­
стояние х  точки наблюдения до ребра упругой пластины значительно боль­
ше расстояния z этой точки до плоскости пластины, то точка перевала ле­
жит вблизи значения Re ф ~  я  / 2.

Ограничиваясь первым членом разложения подынтегральной функции 
в ряд по обратным степеням большого параметра, получим выражение:

2 я 17* ехр [£ У (A2 — Aru2sin2ct) (z2-j-x2)]
- i У (z2 +  х2) (к2 — ки2 sin2 a) ки cos а /Ук2 — ки2 sin2 a — sin 0О

(18)
При вычислении предполагалось, что как пластина, так и окружающая 
среда обладают конечным поглощением. Заметим, что выражение (18) ха­



рактеризует вклад во взаимный спектр давлений цилиндрической волны, 
излученной ребром полуплоскости. Оставшийся интеграл в а-пространстве, 
мы будем также вычислять приближенно; при этом мы ограничимся рас­
смотрением взаимного спектра в плоскостях z\ =  z2 =  z> i/i =  уг =  у и в 
практически наиболее интересном частотном диапазоне ки >  к. При этом 
оказывается, что вклад в интеграл тех интервалов изменения переменной а, 
для которых sin а >  к/ ки, незначителен вследствие экспоненциального 
затухания выражений вида (18) с ростом расстояний х и z.

Для случая к <  ки в подынтегральной функции будем удерживать пер­
вый член разложения sin а в степенной ряд. Заметим далее, что при почлен­

ном интегрировании в формуле (13), первый член вычисляется непосредст­
венно. Второй и третий члены, после подстановки в них выражения (18) 
оказываются с учетом указанных допущений интегралами Фурье, в кото­
рых подынтегральная функция имеет особенность простого типа на одном 
из концов интервала, причем в экспоненту под знаком интеграла входит 
большой параметр (киух2 -f- z2) . Интегралы такого типа изучены в работе 
[8] также с помощью метода перевала. Таким образом, вычисление второ­
го и третьего членов в выражении (13) требует использования метода пере­
вала в кратном интеграле. Возможность такого использования исследова­
на в работе [9].

Используя результаты [8] и непосредственно вычисляя первый и чет­
вертый члены в выражении (13), а также в совершенно аналогичном ему 
выражении для XFP„ мы получим после простых преобразований, оконча­
тельно взаимный спектр звуковых давлений в рассматриваемых плоскостях 
в виде

Поскольку в реальных процессах корреляционные функции в поле дав­
лений являются действительными, то выражение (19) представляет собой 
действительную часть результирующего взаимного спектра.

Для нормированного взаимного спектра давлений в поле излучения 
упругой полуплоскости вдали от ее ребра и в диапазоне ки >  к получим

Фиг. 3 Фиг. 4

где I =  У (Xi2 +  z2) — У (х22 +  z2) .
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окончательно выражение: 
R = 1

ехр(—2|е ,/г) X [1 -  J0(2kux)] +  8/А„(** +  г*) '/г
X

X ехр (— 2£е,/г) X [Л (*„ | ху— х» |) +  J(ku | *1+»г |)] +

+
8 [a V o  (З М ) -  7, J  A  (ЗМ )]

ek. [(*!* +**)(* .*+**)]2М*/4 (2 0 )

где е =  1 — З2; £ =  к /  ки =  3.
Нормирование здесь проведено к взаимному спектру давлений в точке 

поля с координатами (ад =  а:г =  х\ z) .
По полученной формуле были проведены расчеты взаимного спектра 

давлений в зависимости от координат точек наблюдения для различных 
расстояний 2 от колеблющейся поверхности при 3 =  0,3. Результаты рас­
четов представлены на фиг. 3, где кривая 1 соответствует kuz =  8, 2 — 
kuz =  1 ,  2 ,3  —  kuZ — О Д  4 —  Jo(ku\zi  —  я г |  ) •

Как видно из графиков, результирующее поле в точке наблюдения пред­
ставляет собой суперпозицию двух волновых процессов, один из которых 
обусловлен излучением упругой поверхности вдали от ее ребра, а второй 
представляет собой вклад цилиндрической волны, излучаемой ребром [соот­
ветственно первое и второе слагаемое в выражении (19)]. При этом в ис­
следуемом диапазоне к <  ки с колебаниями собственно пластины связана 
только ближняя не волновая зона в поле излучения, а излучение ребра вно­
сит свой вклад как в ближнее, так и в дальнее поле.

Удельный вес указанных составляющих в результирующем поле суще­
ственно зависит от расстояния точек наблюдения до упругой поверхности. 
На поверхности пластины и в непосредственной близости от нее структура 
поля излучения мало отличается от взаимного спектра смещений этой по­
верхности, который на больших расстояниях от ребра хорошо описывается 
[см. выражение (11) ] функцией Jo(ku | дд — х2 \ ) (кривая 4 фиг. 3).

Вклад изгибных колебаний пластины быстро затухает по мере удале­
ния от ее поверхности и на расстоянии порядка Я / 4, наблюдаемое поле 
практически полностью обусловлено излучением ребра полуплоскости (где 
л — длина волны в окружающей пластину среде). Весьма существенно от­
метить, что как и в случае с бесконечной плоскостью, характерным масшта­
бом для поля излучения в непосредственной близости от пластины оказы­
вается длина волны изгибных колебаний пластины. Такая ситуация имеет 
место до расстояний z, не превышающих ~ 0 ,1  Ян, т. е. примерно в преде­
лах пристеночного слоя, где определяющими оказываются упругие свойст­
ва самой пластины.

Для проверки теоретических результатов был измерен взаимный спектр 
давлений вблизи стального листа толщиной 4 мм, на котором создавалось 
изотропное поле смещений. На фиг. 4 представлены результаты измерений 
для различных расстояний от листа при 3 = 0,3. Кривая 1 — knz — 0,4, 
2 — kuz =  1,2, 3 — kuz =  8.

Как видно из сопоставления графиков фиг. 3 и фиг. 4 эксперимент дает 
достаточно хорошее, хотя и качественное, согласие с теоретическими ре­
зультатами. Некоторые отличия связаны с недостаточной точностью уста­
новки измерительных элементов, а также с влиянием других кромок листа.

В заключение автор выражает благодарность Г. И. Усоскину, 
В. В. Яковлеву и В. И. Клячкину за обсуждение результатов работы.
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