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37. С . В елле

Рассмотрено в приближении Кирхгофа поле слабовыпуклого сфери­
ческого излучателя с большим но сравнению с длиной излучаемой вол­
ны радиусом кривизны. Рассмотрены некоторые частные случаи, для ко­
торых удается получить достаточно простые выражения, позволяющие 
провести качественные и количественные оценки ноля. Рассчитаны поле 
на оси излучателя, поле при малом угле раскрытия излучателя и поле 
на больших расстояниях прп произвольном угле раскрытия.

Рассмотрим в приближении Кирхгофа поле, создаваемое слабовыпук­
лым сферическим излучателем с большим по сравнению с длиной излучае­
мой волны радиусом кривизны.

В то время, как для случая фокусирующих (т. е. вогнутых) сфериче­
ских и цилиндрических излучателей в этом приближении было получено 
много результатов (например, работы [1—4]), для случая выпуклого сфе­
рического излучателя этот расчет не был проведен, хотя выпуклые излу­
чатели находят все более широкое применение в самых различных облу­
чающих системах.

Если поверхность излучателя, имеющего форму части сферы (в даль­
нейшем будем называть его просто сферическим излучателем), рассмат­
ривать как непрерывную совокупность точечных источников, равномерно 
распределенных по этой поверхности (размеры поверхности предполага­
ются больше длины волны), излучающих синфазно полусферические волны 
и не оказывающие никакого влияния друг па друга, то поле в любой точке 
пространства можно представить как суперпозицию всех волн, приходя­
щих от этих источников в точку наблюдения.

Будем рассматривать сферический излучатель S  с углом раскрытия а т , 
радиусом кривизны Л, диаметром 2а и глубиной излучателя h (см. фиг. 1). 
Тогда потенциал в точке пространства Р с координатами г0, сю, qo с точ­
ностью до фазового множителя схр(—i(ot) может быть представлен в виде

ние от точки наблюдения Р до произвольной точки интегрирования Q 
с координатами Л, а, <р па поверхности излучателя, ds =  Л2sin miadcp — 
элемент поверхности S', к =  2л I X, где а, — длина излучаемой волны, 
5 ' — часть поверхности излучателя, незатененная для точки наблюдения; 
в том случае, когда точка наблюдения лежит в конической части простран­
ства II с углом прп вершине р =  180е — 2am и расстоянием от вершины 
этого конуса до центра излучателя .гд =  / г / cos aw (см. фиг. 1), то S' =  S

( ! )
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(S — поверхность всего излучателя). Ниже мы будем рассматривать имен­
но этот случай. Так как излучатель осесимметричен, то везде в дальнейшем 
будем полагать <р0 =  0.

В настоящей статье будут рассмотрены некоторые частные случаи, для 
которых из интеграла (1) удастся получить различные представления 
функции ф(г0, ао), позволяющие провести качественные и количественные 
оценки поля.

Для точки наблюдения па оси излучателя прямым интегрированием 
выражения (1) получаем

, Л U0S  2 sin (Аб/2) 
ф (го> 0) = 2л 7'о kh/ 2

(2)

где
б =  у/о2 +  R2 — 2Rr0 cos am — (r0 — R ) ,
2M =  Уr02 +  Rz — 2Rr0 cos am +  (r0 — R ) .

Из выражения (2) видно, что а) поле на оси сферического излучателя 
описывается осциллирующей функцией с частотой осцилляций, уменьшаю­
щейся по мере удаления от поверхности излучателя, и с амплитудой осцил-
ляций, падающей монотонно по закону 1/1 +  ^  , где z  =  r0~ R \  б) на
оси сферического излучателя, начиная с х =  х\, укладывается конечпое 
число осцилляций иотепцпала поля, равное

2dR
п — —  lg a m( l — sia am) ,

A
(3)

в) расстояние от поверхности излучателя до последнего m ax  (или m in) 
равно

а2 %
L  =  — ------к -  —  . (4)

' к 4 ’
г) при х  >  L  функция <р(го, 0) перестает осциллировать и начинает моно-' 
тонно стремиться к величине

U0S eikx
при h /k /2  =  2п — 1,

Ф ('о, 0)
U0S  2е,7|<х+л/2> sin kh/2

х-+оо 2 л х k h /  2

2п х

0

(5)

прп h/A/2  =  2п, (6)

где п =  1, 2, 3 . . .
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На фиг. 2, а, б приведена зависимость |ср(г0, 0) /  2С/0 / А| от #(/ci? =  200) 
(сплошная линия), причем огибающая этой кривой (пунктирная линия) 
дает закон спадания амплитуды осцилляций 1 / ( 1  - \ -х /И ) .  Кривые а 
соответствуют случаю h  /  X / 2 =  2; б  — случаю h  /  К /  2 —  S.

Рассмотрим поле сферического излучателя с малым углом раскры­
тия от.

Если в выражении (1) разложить cos а и sin а  в ряды Тейлора и огра­
ничиться членами, линейными по а, то прямым интегрированием при вы­
полнении условия

ат <С—(Го — Щ 2

2 Иго

получаем

ф(г(Л 0)
UqS  eikrQ' 2/i (ка sin  0) 
2 л  V q (Ага sin  0)

где го =  у/?2 +  /*02 — 2Rr0 cos «о — расстояние от центральной точки по-
.  . Л г0sin Обо ,верхиости излучателя до точки наблюдения и sin 0 =  , — (см.

фиг. 1). /о
Легко видеть, что формула (8) аналогична выражению, описывающему 

поле круглого поршневого излучателя в дальней зопе.
Полученные результаты можно интерпретировать следующим образом; 

известно, что у круглого плоского поршневого излучателя вблизи излу­
чающей поверхности существует так называемая прожекторная зона или 
зона плоской волны *. Начиная с некоторого расстояния, зависящего от 
радиуса излучателя и длины волны, плоская волна начинает трансформи­
роваться в сферическую, расходящуюся под углом 0О (0о ^  0,61 X / а, где

* Для прямоугольного поршня — это зона чисто плоской волптл, и случае кругло­
го поршня — это зона плоской волпы в том смысле, что в прожекторной зопе в се­
чениях, перпендикулярных оси излучателя, сохраняется постоянной не амплитуда 
звукового давлепия, а квадрат амплитуды, усредненный по всей излучающей поверх­
ности.
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а — радиус излучателя, К — длина полны) из центра поверхности излу­
чателя. Расстояние /*«, определяющее точку пересечения огибающей про­
жекторной зоны с огибающей зоны сферической волны, равно

Б случае сферического излучателя наблюдается аналогичная картина 
при углах раскрытия ат <; 0о. До некоторого расстояния от поверхности 
излучателя распространяется сферическая волна (сферическая в том же 
смысле, в каком мы говорим о плоской волне в прожекторной зоне круг­
лого поршня) с углом раскрытия <хт , выходящая из центра кривизны 
излучателя. Затем первоначальная сферическая волна начинает транс­
формироваться в чисто сферическую волну, выходящую из центра поверх­
ности излучателя с углом раскрытия 0О (фиг. 3). Расстояние La', опреде­
ляющее точку пересечения огибающей начальной сферической волны и 
огибающей вторичной сферической волны, легко находится из геометри­

чески х соображе1i11 й:

(,0)

где г =  ат /  0« <  1. Случай е =  0 (т. е. 
ат =  0), как и следовало ожидать, соот­
ветствует излучению круглого поршня. 
При е ^  1, т. е. ат  ^  0а, сферический из­
лучатель дает на любом расстоянии от из­
лучателя сферическую волну, выходящую 
из центра кривизны излучателя с углом 
раскрытия Ощ.

Если в выражении (1) при разложении 
cos гх и sin (х в ряд учесть и квадратичные 

члены по а, то после соответствующих преобразователей можно получить 
следующее выражение для ср(го* «о):

ф ( ' о ,  «о)

«*(*'+  -у) !
U0S  2е * С г , ч ' 2
~ 2 п -------W ----- \  J° {Ш)‘•О

a d a , (II)

где у =
ка1 ка2 а , i ■ а 7 -(- -jr- cos 0 , и  =  к а  sin 0.
/•о R

Интегралы в выражении (11) представимы через функции Ломмеля 
от двух переменных [5] С/Ду, ы) и С/2 (V, и) первого и второго порядка 
соответственно:

< 4  и-«*>
У  о (н, а) е 2 ada =-

U t ( Y ,  м )  . U2(yyu)
(12)

о
где

~ / у \ 2п-М
C i ( y . » ) =  )  ( — 1 ) ,,/ 2п-и ( « ) ,

?i=0 
то 2 м+2

%<*«*> = 2  ( 4 )  ( - 1 ) " ^ п+2(а).
и=0

Формула (11) по форме записи с точностью до констант тождественна вы­
ражению, полученному для поля, создаваемого плоским поршнем и про­
считанному для различных численных значений у{ и и\ в работе [6] 
(в этом случае у\ =  ка2 /  г</; и\ =  к  a sin 0). Учитывая, что Yi 1у =
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=  (1 +  r0'  /  R  cos0), а и =  ии можно пользоваться результатами этих 
расчетов. При R - + 0 0  и ат- * 0 у т. е. при переходе от сферического излуча­
теля к плоскому, эти выражения совпадают.

Перейдем к рассмотрению поля сферического излучателя в зоне Фраун-

При произвольных dm в зависимости от угла наблюдения по для выра­
жения (13) можно получить два вида разложения по прямым и обратным 
степеням kR sin а0. В первом случае для получения разложения по пря­
мым степеням воспользуемся формулой умножения для функции Бесселя 
v-ro порядка Jv(Xz) [5]:

Для углов наблюдения а0 таких, что sin ао<^ 1 I kR, в выражении (14) 
можно ограничиться только первым членом,

ствует случаю h I X I  2 =  2; кривая I  — h I X / 2 =  3). Из фиг. 4 видно, что 
поведение модуля величины ср(?о, ао) в окрестности оси определяется чис­
лом полуволн, укладывающихся на глубине излучателя h. Четное число 
полуволн соответствует спаду | ср(г0, оо) | в окрестности оси, нечетное —

гофера (Д /г 0<^1). Если в формуле (1) пренебречь членами, квадратич­
ными по R  /  /о, то для ср (го, оо) получим следующее выражение:

Учитывая, что [7]

получаем

ф(г0, «о) =
U0S eihr• 1.
2 л г0 /с/г/2

(21 — т) ! ( — ikR cos an)m+i (14)
m=0

тогда

При a0 =  0 выражение (15) переходит в ра- В 0,1
нее полученную формулу (2) для поля на оси 
сферичес кого излучателя.

Так как предполагалось, что kR достаточно 
велико, то формулой (15) можно пользоваться 
Для описания поведения поля только в окрест­
ности оси. Фпг. 4

j—I—I—I—1—►
/  г з  4  5 о с0

На фиг. 4 приведена зависимость 
sin ( 2~ cosa0) /  А Л /2-cosaol от угла наблюдения а0 (кривая 11 соответ-

фиг. 4 приведена зависимость

росту |cp(r0, ао) | в окрестности оси.
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Для получения разложения выражения (13) по обратным степеням 
kR  sin ао используем метод перевала. Тогда при kR  1 и 0 <  а0 ^  ат  
получаем

Ф^о.Оо)
UoS 2 В 
2л

. ~  • { s in <х0- у  1*Cro-Rоа**> -» /« . / /™ (А Д sm*Oo)+

+  sin ат-е
ill

l —co s  (a m - a „ )  c o s  ( a m+ a o )m

ХФ

2  COS ( a m ~ O o )

sin a

■ HqZ) (kR sin a0 sin a,n) X

sin (a„t — ctp) Y k R  1 ____
. У 2 cos (a,„ — do) J r  2ЛЛ sin (a,n +  a0)

/ / q11 (kR sin a0 sin am) X

X  e i  t*  (ro— H c o s  a /a  c o s  a0)— jt/.i]

а при am ^  «о ^  л — am

ф(Пьво) £/0£  2/?
2л г0/г • {sin a,„

[A (r0— R  c o s  a m  co s  a .)—* / 4 ]

2/сД sin (am +  a0)

(16)

X //ог> (/сЛ sin a0 sin am) —
sm a i'll.

/2 Л Д  cos (am— cto)
X

U [ ;Xe
Го— H

1— co s  (a m —a 0)  cos  ( o m + a ,)m
2 co s  (a m — a ,) ] x  Ф Г sin (a,„ — a,,)/feff 

L У 2 cos (a,„ — cto)
s in  ( a m—atl) V  /ill

где Ф
r ____ У  2 c o s  (um - a 0)

sin (am — ctp) V kR  |
У  2  COS ( a m —  a 0) J S

(17)

— интеграл Френеля, ха-
—oo

рактеризующий поведенне поля при переходе пз зоны света в зону тени.
Вне окрестности границы «света и тени», а также на самой границе 

(т. е. при а0 =  Ош) можно воспользоваться ассимптотичсскими представ­
лениями интеграла Френеля, что позволяет значительно упростить выра­
жения (16) и (17).

Тогда, при 0 <  «о <  ат
(  Л к  (г0- Л  co s 2 о 0)—  -£ -]

UqS  ' R  I r0  ̂ _ е и(2)
h [ф (a-о, «о)' 2л Sin Оо

Y  2kR
(kR sin2 do) +

+
s i n  am-eik  (r0— R  cos

2 kR
“°00s a’») ГI l T  (kR sin a0 sin am)

' [ sin (a,„ — a0) +

Hp* (kR  sin a0 sing 
sin (a,, +  au)+ (18)

П р И  do —

Ф ('■o, cto) ~
UoS _ « h
2л h sin a in

i k  (г©— И cos* u  ) —i  —
e 1 X

x  | Яо2)(/сД sin2 am) f  n II  ̂  (kR sin2 a,n) ]
У 2kR ^  2kR  sin 2a,„ J ’ (19)
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при dm <  cto <  л  —  а т

U0S R  | г0
Ф (;'(ъ ао)•—  ’~2ji ' ~ 2 / T 'sinct"l ' e

i | /г (r0—Rcos am cos a„)- - 1  2 -i
X

X
Ho° (kR sin Oq sin am) H {0Z> (kR sin a0 sin am)

k!i sin (am +  cto) kR  sin (a0 — am)
(2)

(2 0 )

При условии sin a0 ^>'1 l l /kR  в выражениях (18), (19) и (20) функции 
Хапкеля можно заменить первыми членами их ассимптотических разложе­
нии, тогда в зоне «света», т. е. при 0 <  а0 <  а т

Ф('о, <*о)~*
. U0S  eik (r*-R.

2 n r  I kh / 2
sin am

2 n / c i ? s i n a 0
X

X
{i/гК fl—cos (am+ao)]+-f-i}^[l-cos (am-ct0)]-W4 i\ .e

sin (a,n — ао) 
в зоне тени, т. е. при am <  а0 <  п — aт

sin (ат  +  а0) (21)

ф  ( ' ’О, « ; ,)  ~  I. UoS е* <»•«-*>
2л г0АЛ / 2 У з

sin а т
2лА;Я sin а0

+  i
. е

i k R  [l-cos (am+a0)]+i —

sin (ао +  am) )
i k R  [l-cos <am-a„)]+i - j -

sin (a0 — am) +

(22)

ц на самой границе ao =  ctm

Ф ( г 0 ,  « ) ~ г- М . ! ! ^ .
2я 2r0kh / 2 1 —

2j ikR a-=os 2«m) -  i] ]

W  sin am J
(23)

Из полученных выражений видно, что
а) потенциал поля в зоне света на расстоянии го^>/? от центра кривиз­

ны излучателя складывается из трех членов: первый член соответствует 
расходящейся сферической волне и дает геометрическое приближение, 
два других члена соответствуют двум краевым дифракционным волнам, 
выходящим из наименее и наиболее удаленных от точки наблюдения крае­
вых точек на поверхности излучателя;

б) на границе «света и тени», т. е. при ао =  а™, член, соответствующий 
краевой дифракционной волне, выходящей из наименее удаленной от точ­
ки наблюдения краевой точки, достигает величины, равной с обратным 
знаком половине члена, дающего геометрическое приближение;

в) в зоне тени член, соответствующий геометрическому приближению, 
пропадает и остаются только две дифракционные кривые волны, дающие 
при больших kR довольно быстрое затухание поля в зоне тени.

На фиг. 5 приведена зависимость |2ср(г0, a0) I kh | от угла наблюдения 
ао для случаев

kR =  200; - Д -  =  3; ат =  18° (фиг. 5 ,а),

Ш  =  100;

V 2
h

Х/2
— 2; ат =  20° (фиг. 5, б).

Кривые 19 2 и 3 построены по формулам (15), (21) и (22) соответст­
венно, а точка А — рассчитывалась по формуле (23). Пунктирные кривые 
соответств.\ют областям, в которых использовать для счета полученные 
элементарные выражения не удается.
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По формулам (15), (21), (22) и (23) был проведен расчет на ЭВМ 
«Минск-2» для кВ =  50, 100, 200, 400 и ат от 5° до 40° через 1°. Анализ 
полученных кривых позволил сделать следующие выводы:

а) диаграмма направленности сферического излучателя в зоне света 
носит лепестковый характер со слабыми осцилляциями на самих лепест­
ках;

г 1 У (ГдССд/ | Z\<ftr0,Ct0)\
Kh Kh

б) число главных лепестков N  определяется числом полуволн, уклады­
вающихся на глубине излучателя h :

■Я - Ж -  (24)
Экспериментальным путем это было обнаружено в работе [8] для двух 
аналогов сферических излучателей;

в) число всех осцилляций п0 зависит не только от числа полуволн, укла­
дывающихся на величине h, но и от угла раскрытия <хт . Оно определяется 
следующей формулой:

п0 =  h /  11 2 • (1 +  2cos a m) . (25)
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