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ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ ПРИ СМЕШАННЫХ КРАЕВЫХ
УСЛОВИЯХ

М. I I .  К а р п о в с к и й , В. Г. Лозовик
Работа посвящена исследованию акустического поля пространствен­

ного излучателя произвольной формы при смешанных граничных усло­
виях п является дальнейшим развитием работ авторов [1, 2].

Пусть В{ —• ограниченный пространственный излучатель, S — поверх­
ность, являющаяся его границей, Ва — область, дополняющая В* +  5 до 
полного пространства, М(х, г/, z) — точки пространства. Предполагается, 
что Bi — односвязная область и что поверхность 5 состоит из конечного 
числа частей, удовлетворяющих условиям Ляпунова |3]. В остальном эта 
поверхность произвольна. Мы считаем, что S  =  Su +  S v +  Г, где S u и 
S v — части поверхности 5, выполненные из материалов с различными аку­
стическими свойствами, а Г — кусочно-гладкий контур, являющийся их 
общей границей; для удобства в дальнейшем Г не причисляется ни к S u, 
ни к Sy. В частности, Su может быть акустически мягкой. Как S u. так и S v 
могут состоять из нескольких изолированных друг от друга частей. В этом 
случае Г будет сложным контуром. Если излучатель Вг создает чистый 
тон частоты со, то задача об установившемся акустическом поле излуча­
теля сводится к следующей краевой задаче для потенциала Ф =  Ф(М) :

(А +  /*2)Ф =  0, Arc =  со, М<=Вау (1)

(I) s и и(М),
дФ

дп I
=  v(M), (2)

в классе функций Ф(М), удовлетворяющих на бесконечности зоммерфелы 
довым условиям излучения [3] для временного множителя е~ш . Здесь 
д /  дп означает дифференцирование по той нормали к SVy которая обра­
щена внутрь области и(М) непрерывна в S u +  Г, v(M) — в Sv -\- Г. 
15 частности, если S u — акустически мягкая поверхность, то и (М) =  0 для 
всех М  ^  S и.

Мы построим функции Фк(М )у которые при всех N =  1, 2, 3, . . .  удов­
летворяют уравнепию (1) и условиям излучения, а если N  достаточно 
велико, то удовлетворяют краевым условиям (2) в среднем, с точностью 
до заданного е >  0, в следующем смысле:

| и ( М ) - Ф „ \ м^ к (М) dSл/
<в„>
v (М) — д

S г'
дп\ Mesv

Фк  (М) dSM <^е, (3)
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где А — безразмерная положительная константа, находящаяся в нашем 
распоряжении. При этом мы воспользуемся методом Куирадзе и Алексид- 
зе в том виде, в каком он изложен в работе [4] применительно к краевым 
задачам для уравнения Лапласа.

Пусть St — сфера, лежащая целиком внутри области (см. фигуру), 
а К  — открытый шар, ограниченный этой сферой. Радиус а сферы S t дол­
жен быть таким, чтобы внутренняя задача Дирихле

(А +  к2) Ф —= О, Ф =  Ф (М), М<=К, Ф | 5. =  0 (4)

имела только нулевое решение. В остальном эта сфера произвольна. Такая 
сфера существует. Ограничение, накладываемое на «, сводится к невыпол­
нению условий резонанса в К , т. е. к условию j n(ak) ф  0 [5].

Введем в пространстве сферические координаты ( # ,  ср, # ) ,  л  <  <р ^  л ,  
- л  12 с полюсом в центре сферы Si. Построим на этой сфере

какую-нибудь счетную, всюду плотную 
систему точек, например, такую:

+СО
/ \ {Мт п  (&, фт? ’б'п) } N=1,

; фт =  —Л +  2-<N-Vmn
т,п =  1,2, . . .

(5)

я
iK =  -  -  +  2-*>гя 2N -  1.

(6)
и положим | МтпМ  | =  гтп. Тогда функ­
ции ФлДМ) могут быть найдены в та­
ком виде:

2*—i
Ф n { M ) =  2 * 4

(N± elkrmn
тп ,

rmn

в:

(7)
m, n = i  Гтп

A  ( Юrj{c л  mn — константы, подлежащие оп­
ределению. Функции (7) удовлетворяют 
уравнению (1) и условиям излучения. 
Остается убедиться в том, что если N

достаточно велико и константы А т,[ выбраны надлежащим образом, то 
выполнено условие (3), которое можно представить в следующем виде:

2Л- <
И  10С Ю - 2 АпТ2/тп(М) ^с2(M)dSM <  е, (8)

(S) т, п= 1
где

IV — w(M) =
и(М), M ^ S U, 

(М), M<=SV, (9)

/тп /тп (М) =

eihrmn
гтп
д

м  е  Su

дпм
eihrmn

тп

(10)
м

0 = < у { м ) = \ и ’ M e s *’
I 1, (И)

Пусть /-2(5) означает пространство функций, квадратично суммируе­
мых па S. Если /(Л/), g(M) s= L2(S), то пусть их скалярное прок, ведение
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определяется так:

{/, g ) =  55 аЦМ)/ (A/)g  {М) dSM. (12)
(S)

Мы покажем, что система функций

{fmn(M)} Н и  (13)
где fmn(M) определены формулой (10), является полной в простран­
стве Z2(S).

Выделим в пространстве Lz(S) класс функций, обладающих двумя 
следующими свойствами; а) они непрерывны в S u и непрерывно продол- 
жимы в S u +  Г; б) они непрерывны в Sv и непрерывно иродолжимы 
в S v -f- Г. Класс таких функций является плотным в Li{S), поэтому доста­
точно доказать полноту системы (13) в этом классе. Пусть функция \х (М) 
принадлежит этому классу и ортогональна всем функциям системы (13), 
т. е.

Ymn — &m?i "Ь Pmn — 0, N  —-• 1, 2, . . . ,
где

e r ikrmn
Ctwn — dSi7№  5  5 i * w — '« и ,

<su) r'nn

pran И  н " )
d e~ihrm »

(Sv)
dnM r

dSM-
mn

(14)

Покажем, что p (Af) =  0. Построим решение уравнения (Л +  к2) Ф =  0 
во внешности поверхности S n в виде потенциала простого слоя

И р  i k r  -----v
,i (/>)—— dSP) г = | Р А # | ,  Р е 5 „ ,  (15)

<s«)
а во внешности поверхности Sv — в виде потенциала двойного слоя

И д в~~̂кг __>-
V ( Q ) ~ ------------dSQ, г =  | QM | , Q<=SV (16)

(в.) a,lQ r
(см. [3]). Их сумма

U(M) =  V(M) +  W(M)  (17)
непрерывна на сфере Si и ввиду формулы (14) равна нулю па счетном, 
всюду плотном множестве точек этой сферы. Из этих двух фактов выте­
кает, что U (М) = 0 ,  М  <= Si. Из требований, наложенных на эту сферу, 
вытекает, что U (М) = 0 ,  М  е  К  +  S tl а из аналитичности решений урав­
нения Гельмгольца — что

U (М) =  0, М е В и (18)
Из этого тождества и непрерывности потенциала простого слоя во всем 

пространстве следует, что
lim U{M)es  0,

М-*Р(=8и

во всех точках Р е  Su как в случае М  «= Ви так и в случае М <= Ва. Из 
тождества (18) вытекает, что

lim - ? — U(M) =  0 (20)
M - * - Q & 8 v  O U q

m cz в i
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во всех точках Q e S , .  Здесь
д

дпц
U(M) означает производную функции

U(М) в точке М но направлению нормали к поверхности S v в точке Q <= Sv 
при условии, что нормаль обращена внутрь области В-,. Из формул (17) и 
(20) следует, что

Иш ——  W { M ) = — Jim J L - V ( M )  (21) .
M ->Q(=S d f l Q  
M<=B.

M ->Qf=S 
MGB . v

dnQ

во всех точках Q e  Sv. Из теоремы Ляпунова — Таубера [3, 4] следует, 
что л

lim —— W(M)  (22)
M-+Q&5 
м & v дщ

a

также существует и равен предыдущему. Таким образом,
д

Иш
M->QGiSV driQ

U (M )=  О

во всех точках Q <= Sv как в случае М  (= 6 „  так и в случае М  <= Ва. Сле­
довательно, функция U (М) , определяемая формулой (17), удовлетворяет 
условиям излучения для временного множителя е‘ш и является решением 
следующей краевой задачи:

(Д +  k2)z =  0, z =  z(M), М  е  Ви,

I ,, dz2 S  = 0 , дп =  0.
(23)

V
Можно показать, что функция U (М) удовлетворяет всем условиям, при 

которых применимы теоремы Купрадзе [3, 4] о единственности решения 
внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца. Из этих теорем выте­
кает, что

U ( M ) =  0, (24)

Отсюда и из формулы (18) вытекает, что потенциал двойного слоя (16) 
ие терпит разрыва при переходе через поверхность Sv. Это возможно тогда 
и только тогда, когда его плотность тождественно равна пулю, т. е. когда

г((?) =  0, Q (= S V. (25)

Из формул (18), (24) и (25) следует, что потенциал простого слоя (15) 
тождественно равен нулю во всем пространстве. Следовательно, его нор­
мальная производная не терпит разрыва при переходе через поверхность 
Su. Это возможно только при соблюдении условий

»(Р) = 0 ,  Pe=Su. (26)

Равенства (25) и (26) доказывают сформулированное выше утверждение.
Покажем далее, что система функций (13) линейно независима на по­

верхности S. Доказательство основано на идее Купрадзе и Алексидзе 
[4, 396—397] с теми изменениями, которых требует наш случай. Если сис­
тема функций (13) линейно зависима на поверхности S , то найдутся такое 
целое положительное число N и такие константы

r (N),'-'7ПП1 т, п 1, 2 , . . .  ,2 iY — 1,
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не псе равные нулю, что окажется верным равенство

2

|M<ES

2*-1
S  O m n (M )

т ,  n = 1

а значит и равенство

2Л'-1
=  И |  S  C{2fmn(M) a2(M)dSm =  О,

(S) т, п= 1

JV

S  О т п ( Л / )  =  0,
ГМ, 72=1

Отсюда следовало бы, что функция

Ме= S. (27)

2-v- t
* n (M )=  2  Cmn

(Л’ ) e l k r m n
(28)

удовлетворяет условиям:

г|>*(Л/) =  0, M ^ S U\

т, п=1

д

т п

дпм
y N(M) =  0, M<=SV. (29)

Но эта функция является решением уравнения Гельмгольца 
(А +  Л2)тр =  0 во внешности замкнутого шара К  +  Si. На бесконечности 
она удовлетворяет зоммерфельдовым условиям излучения для временного 
множителя е~ш . В области Ва это рошение регулярно в смысле Куирадзе 
[3, 4]. Из цитированных выше теорем Купрадзе о единственности решения 
внешних краевых задач следует, что г)^(^) =  О, М  е  Ва, а из аналитично ­
сти функции ф^(Л/) во внешности шара К +  *$’* вытекает, что 'фау(М) =  О 
всюду во внешности этого шара. Однако, если Стп<iV) ф 0 и точка М, лежа­
щая во внешности К  +  Si, достаточно близка к соответственной точке Мтп , 
то модуль слагаемого

п Ф) eihrmn
' - ' т п

т п

в правой части формулы (28) станет сколько угодно велик, в то время как 
модули остальных слагаемых останутся ограниченными — и мы придем к 
противоречию с тем, что ^ n (M) тождественно равна пулю во внешности
К  +  S i . Отсюда следует, что Ст1 =  0 для всех п, т  — 1 , 2 , . . . ,  2*v — 1, 
т. е. система (13) линейно независима.

Выберем константы Атп и формуле (7) так, чтобы при фиксирован­
ном N имело место равенство:

2Л -1
-  2  ^nnfmn(M)л* =  mm

B(N)
т п

IV
т ,  ?2 = 1

2

|Af G=S

2Л-1
W -  2  & ( М )

т ,  7 2 = 1

(30)
IMGS

Такой выбор констант А тп возможен и является единственным. При­
меняя для их вычисления известный | (3J метод, находим, что их совокуп­
ность составляет решение однозначно разрешимой системы (2,v — I )2 ли­
нейных алгебраических уравнений с таким же числом неизвестных

где

2N-1
2

722, 7 2 = 1

Vj
С m ?j

Vi (К)
' - ' i n n *  1 771 ?? Ws-:\ v,j =  1 ,2, . . . ,  2,v — 1, ( 3 1 )

(/mu, /vi) =  №  $ J
<s„)

e ih(S m  n ~ rvj)  

I’m  п Г v j
dSP +

-J-
(s;.) V d n .

e i k r m n

m n

\ (A d/iQ
e~ikrvj
rvj

) d S Q,
(32)
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IVvj =  (w Jvi) =  Vk* \[ ,u(P)
(S„) VJ В 5 5 Ш

d e~ihrvi

<s„) dn
dSQ. (33)

Величина 6v2 вычисляется так:

Здесь До—определитель системы (31), а Д—определитель, полученный 
окаймлением определителя До справа — столбцом вида ivVj, снизу — стро­
кой вида wvj =  Wjv, где v, /  =  1, 2, , 2N, причем величины u\j, упорядо­
чены так же, как и в формуле (31), и для v, /  =  1, 2, . . . ,  2N — 1 опреде­
ляются формулами (33), а для v =  /  =  2N — следующим образом:

=  W 2=  A-2/,'2 J  ̂ \и(Р) 14S-
<К>

5 S n < ? ) i 2̂
<s,.'

Q- (35)

Пусть теперь

{gmn(M)}NZi
— ортонормированыая в смысле (12) система функций, обладающих сле­
дующими свойствами: а) каждая функция gmn (М) системы (13') является 
линейной комбинацией функций fvj(M) системы [13], причем v — 1, 2 , . . .  
. . . ,  то; /  =  1, 2, . . . ,  п\ б) каждая функция 1тп(Щ системы (43) является 
линейной комбинацией функций gv$ (М) системы (13') при указанных 
выше v и /.

Из линейной независимости системы (13) вытекает, что система (13') 
с указанными выше свойствами существует. Эффективный способ построе­
ния системы (13') известен [6 |. Из полноты системы (13 ) вытекает замк­
нутость системы (13') в Lz(S). Отсюда

2*_1
5 * 2 =  L -  2  /1тпЛпп(М)I I m, п — I I MGS' 

2N-i

2N-i
w — 2  h'mn gmn (M)

m, n—i MGS

=  W -  , 2  I h
m, n—i

mn |2—>o.
N -*  со -

(36)

Таким образом, Ф,у (M) является искомым приближенным решетгием 
поставленной задачи.

Заметим, что в плоском случае сфера заменяется окружностью, 
а функции e ihrm п / гтп — ганкслевыми функциями Н 0(кгт п), что сущест­
венно сокращает вычисления. Вычисление акустического поля для частных 
случаев, когда Вг — круг или шар, приведено в работах [1, 2]. В этих 
частных случаях координатные функции имеют более простую структуру, 
чем функции системы (13).
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