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ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Л . М . Л ям ш ев

Теоретически рассматривается излучение звука турбулентным пото­
ком над упругой неоднородной пластиной в предположении, что на по­
верхности пластины имеются щели, края которых подкреплены ребра­
ми жесткости. Последние могут совершать изгнбные и крутильные коле­
бания. Влияние ширины щелей и толщины ребер жесткости на акустиче­
ские процессы не учитывается. Показано, что наличие неоднородностей 
приводит только к дополнительным дифракционным эффектам в поле 
излучения объемных источников (квадруполей) и потоке. Эти измене­
ния, однако, можно рассматривать как результат действия поверхност­
ных источников па поверхности однородной упругой пластины. Расчет 
среднего квадрата и корреляционных функций флюктуаций давления 
в ноле акустического излучения пограничного слоя при отсасывании его 
с поверхности п л а с т и н ы  (упругого тела) сводится к вычислению квадра­
тур, если известны корреляционная функция пристеночных пульсаций 
давления в пограничном слое и решение вспомогательной дифракцион­
ной задачи.

Отсасывание жидкости с поверхности обтекаемого тела является одним 
из средств ламииаризации пограничного слоя. Ламинаризацня течения п 
пограничном слое должна приводить к ослаблению шума обтекания благо­
даря уменьшению вызывающей шум турбулентности [1, 2]. Интенсив­
ность шума можно, по-видимому, снизить, влияя необходимым образом 
на характеристики турбулентного пограничного слоя, так как путем отса­
сывания жидкости можно достигнуть не только замедления возрастания 
толщины пограничного слоя, толщины вытеснения и потерн импульса, но 
и добиться убывания этих величин [3].

В этой связи известный интерес представляет расчет акустического 
излучения при отсасывании пограничного слоя. Ниже будут получены не­
которые общие соотношения, на основании которых может быть вычислена 
средняя величина квадрата п пространственная корреляционная функция 
флюктуации давления в акустическом поле.

Отсасывание жидкости с поверхности тела производится обычно либо 
через систему щелей, либо поверхность тела полностью или частично 
делается пористой. В случае щелевого отсасывания тело можно рассмат­
ривать как неоднородную упругую тонкую оболочку или пластипу с си­
стемой щелей, края которых подкреплены ребрами жесткости.

Рассмотрим сначала излучение звука турбулентным дозвуковым пото­
ком у поверхности неоднородной пластины. Выделим некоторую ограни­
ченную область Q турбулентного потока. Пусть S  — поверхность пласти­
ны, а Г -  совокупность гладких контуров, вдоль которых в пластине име­
ются щели. Допустим, что края щелей подкреплены упругими ребрами 
жесткости, способными совершать изгнбные и крутильные колебания. 
В дальнейшем пренебрежем влиянием ширины щелей и толщины ребер 
жесткости на акустические процессы. Прямоугольную систему координат 
х , у, z удобно выбрать так, чтобы скорость движения потока относительно
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пластины (аэродинамически тонкого тела) была постоянной. В этой систе­
ме координат случайные процессы можно считать статистически стацио­
нарными. Напишем уравнения для спектральных амплитуд *:

( г 0)  +  к {  1  +  Р < « (Го) -  -  — %---------Т ц { г « ) ,  2  >  0 ;  ( 1 )к дх0

dp(1)(r0s)
=  РоСО- Ь

dxoidxoj

Р д \ 2i -------- I 2 =  0,dz0 \  к dxQ

g {A0* SДо* — к/‘] wW (r0s) =  — pW (r0s) , z =  0,

KwW(r0°) =  Qi,) («;('>) + dMvi(u>W)
Jt

(2)

(3)

z =  0, Г +  0+ Г +  0-, (4)

Л ------ =  MV (w(D), 2 =  0, Г +  0+ Г +  0-дх
д2 7

Tij  ~  poViVj; Д =  — - + <92 d2

cte2 «V <?з2
Д8 =

C?2 <9;

cte2 дуг

(5)

Здесь и далее к =  со / с, ро — плотность, с — скорость звука в неподвиж­
ной среде, Vi — компоненты скорости потока, вц — тензор вязких напря­
жений, р — число Маха, v и I — соответственно, нормаль и касательная к 
контуру Г, g — цилиндрическая жесткость, а  — коэффициент Пуссона пла­
стины, кf — волновое число нагибных воли в пластине, К  и N  — дифферен­
циальные операторы, QVy M VM V( — силы и моменты, действующие на ребро 
жесткости со стороны пластины.

Условия Г -f  ()+, Г +  0 , означают, что упругими ребрами жесткости 
подкреплены края щелей. Заметим, что каждый из дифференциальных 
операторов К  и N  в большинстве практически важных случаев является 
самосопряженным. Выражение (3) представляет собой уравнение изгиб- 
пых колебаний пластины, а равенства (4) и (5), соответственно, уравнения 
изгибных и крутильных колебаний ребра жесткости.

Из теории тонких пластин известно, что

Mvl(w) = £(1

д

<?)
d2w

дхМ
/ dho d2w

дР

В дальнейшем соотношения (2) и (3) и условие излучения будем на­
зывать граничными, а соотношения (4) и (5) — контактными условиями 
(см. работу [5]).

Введем функцию р(2)(г, г0), являющуюся решением вспомогательной 
дифракционной сопряженной регулярной (нестатистической) краевой за­
дачи. Функция /1 (2) (г , г0) является решением уравнения

ДоФ{2) (г, Го) +  к2 ( 1 -  i~ ~ J  Р(2) (г, Го) =  -  б  ( г  -  Го) ( 7 )

* Допускается, что случайная стационарная функция может быть представлена
интегралом Фурье. При таком формальном подходе, как известно [4], смысл имеют
лишь средние квадраты величин.

7  Акустический ж урнал, К* 3
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и должна удовлетворять граничным и контактным условиям, сопряженным 
с условиями основной краевой задачи. Последние описываются соотноше­
ниями (2) — (5), в которых перед числом Маха р должен стоять знак ми­
нус, как и в уравнении (7). Функции и операторы, относящиеся к сопря­
женной задаче будем обозначать волнистой чертой сверху.

Применим к уравнениям (1) и (7) стандартную процедуру метода 
функций Грина. Пользуясь формулами Грина и условиями самосопряжен­
ности каждого из операторов К  и Л’, получаем *

с д^
рЩг) =  J 1 Г - Т -  ?<>(*) РЩг,г0)с1Щго)** (8)„ oxoidxoj

Из соотношения (8) следует, что поле излучения турбулентного пото­
ка над упругой неоднородной пластиной представляет собой акустическое 
поле объемных источников — квадруполей.

Выясним теперь роль ребер жесткости и щелей в излучении звука тур­
булентным потоком над неоднородной пластиной. Для простоты рассмот­
рим плоскую задачу. Решение р(2)(г, г0) представим в виде суммы

Р(2Чг) =  рТ] (г) + р ?  (г) + Pb (Г). (9)
Здесь р *  (r) и p f  (г) — соответственно, звуковое давление в поле па­

дающей и отраженной пластиной волн в движущейся среде, так как если 
бы пластина была однородной, а (г) — давление в поле, обусловленном
наличием щели и ребер жесткости.

Пусть щель расположена в точке с координатами z  =  О, х  =  0. Напи­
шем граничные условия (2) и (3) для сопряженной задачи

£^<2)(,.* )=  О, Ж  О, х > 0 , 2 =  0, (10)
где

V I  т  +  Poa)Soz 4 - T Iк  дх  J J

Из соотношений (9) и (10) следует, что

£ [ Л )  +  Л ) ]  =  0 ,  — ОО < * <  +  о о ,  Z  =  0  ( 1 1 )

И •

1 р ь \ г) =  0, X <  0, Х > { ) ,  2 =  0. (12)

Представим функцию р ]ь2) (г) в интегральном виде [9]

PbZ) (г) =  I Д а) exp [iax +  iq(a)z] da,
—CO

* Сравнительно подробные выкладки можно найти в работах [6) и [7].
** Аналогичная формула была нами получена в работе [8], где рассматривался 

вопрос о возбуждении однородных пластин и оболочек турбулентным потоком; см. 
выражение (0) этой работы.
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Выбор ветви радикала фиксируем требованием

Тем самым при некоторых ограничениях, налагаемых на функцию /(а ) , 
уравнение (7) и условие излучения на бесконечности оказываются удов­
летворенными.

Пользуясь граничным условием (12), получаем соотношение

где

1 ? 7 (а )ф (а )
2л

- С О
q ( a )

е р х ( г а я )  <2а =  О,
х  <  О 

х  >  О,

< р (а )  =  g  ( а 4 —  к / 1)  —  гр0(о2

(14)

Нетрудно видеть, что величина

^ w = / w ! w

должна быть регулярной функцией на всей плоскости комплексной пере­
менной а.

Анализируя поведение функции я|)(а) при |а |-> о о , нетрудно пока­
зать, что 1|)(а) является полиномом третьей степени:

i|) (а) =  ai а3 +  а2а2 +  аз« +  а (16)

Коэффициенты а т должны быть определены из соответственных контакт­
ных условий для рассматриваемой плоской задачи, аналогичных контакт­
ным условиям (4) и (5). Заметим, что эти контактные условия формули­
руются для функции /)<2> (г) и, следовательно, коэффициенты &,п зависят от 
поля падающей волны р№  ( г ) .

Определим теперь, какому краевому условию удовлетворяет функция 
р<2)(г). Воспользуемся выражением для /(а ) , полученным из соотношении 
(15) и (16). Подставляя выражение (9) с учетом формулы (13) в гра­
ничное условие (10), получаем

JL / д  ' т ~1
Е ря  (г) =  .'Зри* 6 И  ’ 2 =  0

т —1
—  ОО <  X  <  +  о о .

Как видим, наличие неоднородностей, щелей, ребер жесткости, приводит 
к появлению как бы дополнительных источников аэродинамического тур­
булентного шума. Амплитуды этих псточпиков определяются характером 
неоднородпос/гей (контактными условиями) и полем излучеппя квадру- 
полей в потоке. В частности, для щели, если ее края свободны, т. е. не под­
креплены ребрами, оказывается, что коэффициенты а з  и а4 весьма малы по 
сравнению с коэффициентами и а2 и можно положить а3 =  а?к =  0; см. 
работу [ 9 | .  В  другом случае, когда щель отсутствует и пластина имеет 
простое подкрепление, может сохраниться, по-видимому, только диполь­
ный член [10].

Итак, наличие неоднородностей в виде щелей и ребер жесткости на 
пластине приводит только к дополнительным дифракционным эффектам в 
поле излучения квадруполей. Эти изменения можно рассматривать, одна­
ко, как результат действия источников на поверхности однородной упру­
гой пластины. Указанные выводы справедливы и для более общего случая
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излучения звука турбулентным потоком (пограничным слоем) над упру­
гой неоднородной оболочкой с локальными неоднородностями. Справедли­
вость последнего утверждения может быть показана путем рассуждений и 
математических выкладок, аналогичных изложенным выше для излучения 
звука турбулентным потоком под неоднородной пластиной, а также следу­
ет немедленно из интегральных соотношений типа теоремы взаимности в 
акустике движущейся среды и теоремы взаимности для неоднородных 
упругих оболочек [()].

Пользуясь соотношением (8), можно написать выражения для среднего 
квадрата и функции пространственной корреляции флюктуаций звукового 
давления. Для этого необходимо умножить выражение (8) па комплексно 
сопряженное и провести операцию осреднения по статистическому ан­
самблю.

В дальнейшем для простоты рассуждений пренебрегаем тензором вяз­
ких напряжений, что вполне допустимо при дозвуковых скоростях потока. 
Для тензора напряжений напишем выражения:

Tij(r0) ~ i ) 0ViVj
д'Гд(го) 

dxoi dxoj Ро dxoi дягнOj

Известно, что дли несжимаемой жидкости справедливо уравнение
д2

АоР°(г0) =  —ро--— —  (ViVj), (18)uXoi ax0j

где р°(г0) — флюктуации давления в турбулентном потоке несжимаемой 
жидкости. Напишем выражение для давления в поле излучения потока с 
учетом сделанных выше допущений и уравнения (18):

р М ( г )  =  —  5  Д о Р ° ( Г о )  Р Ц г , г 0 )  < Ш ( Г 0 ) .  ( 1 0 )

Q

Применим формулу Грина к равенству (19), учтем взаимодействие коле­
баний пластины с флюктуациями давления р°(г0) в несжимаемой среде, 
для чего потребуем, чтобы функция р°(г0) являлась решением уравнения 
(18) и удовлетворяла граничным и контактным условиям (2) — (4).

Пользуясь граничными и контактными условиями для функций />°(г0) 
и /)(2)(г, г0) и условием самосопряженности каждого из операторов М  и А', 
получаем

/;« > ( ,• )= -  $р°(Го)Д0р<2)(г, Го)<Ш(Го).
О

Подставив в последнее равенство значение Аор^Цг, го) из уравнения (5), 
мы можем написать

p<1)(r) =  p0(r) +  A;2 jpO (ro)( 1 - i A A ^ 2 , (r)ro)dQ(r#)) Г6ЕЙ (20)

p(‘)(0  =  fta Sp°(ro) ( l - i - ^ - ^ ) V ( r, ro)dQ(ro), Г Э Й  (21)

Как следовало ожидать, флюктуации давления в турбулептпом потоке 
складываются из флюктуаций давления в несжимаемой жидкости и флюк­
туаций звукового давления. Вне потока существует лишь акустическое 
поле.

Выше уже указывалось, что путем отсасывания жидкости с поверхно­
сти тела можно добиться уменьшения толщипы пограпичного слоя. Считая
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толщину пограничного слоя малой величиной, разложим в ряд подынте­
гральную функцию в формуле (21) и представим выражение (21) следую­
щим образом:

где б — толщина пограничного слоя. Ограничиваясь двумя первыми члена­
ми ряда, и принимая во внимание соотношение

— 2p°(r0) ( l
. ft д \ 2 д/У2>(г, г0) ■

к  дхо /  ()Zq го= г0*

которое, как можно показать, следует из соответственных контактных и 
граничных условий для функций /;°(г0) и /К2>(г, г0) и из формулы Грина, 
получаем

P(i,(r) »  1с2Ь $ P°(rо") ( l  -  i )2(  1 +  6 рцг, r0' )dS(Го"). (22)
S  0 0

При 1 можно положить р =  0 и воспользоваться формулой

Р(|> (г) ^  /с2б 5 p°(r0s) ( l .  +  б )р<2> (Г, r0s) dS (r0s) . (23)

Последние выражения могут оказаться чрезвычайно полезными для по­
лучения численных оценок, так как в процессе экспериментов проще из­
мерить величину пристеночных флюктуаций давления, действующих на 
поверхность тела со стороны пограничного слоя. Эти измерения, как хоро­
шо известно, осуществляются с помощью приемников давления, укреплен­
ных заподлицо с поверхностью тела, движущегося в воздухе или в воде. 
Формулы (22) и (23) могут оказаться также полезными и потому, что в 
последнее время опубликован ряд работ, где рассмотрены решения задач 
о дифракции звука на неоднородных пластинах, и в частности, пластинах 
подкрепленных ребрами жесткости (см. например, работы |9], [11] п 
[12]). Зная пространственную функцию корреляции пристеночных флюк­
туаций давления и решение задачи о дифракции плоской звуковой волны 
на неоднородной пластине (оболочке), можно, пользуясь формулами (21) 
или (22), оценить величину среднего квадрата и пространственную функ­
цию корреляции флюктуаций давления в поле излучения пограничного 
слоя при его отсасывании с поверхности пластины (упругой оболочки).

В заключение можно заметить следующее. Как видно из изложенных 
выше соображений, при щелевом отсасывании жидкости с поверхности 
тела наличие щелей может приводить к дополнительному излучению зву­
ка, в противоположность случаю отсасывания пограничного слоя через по­
ристую поверхность. При отсасывании жидкости через пористую поверх­
ность параметры оболочки с пористой поверхностью являются квазнодно- 
родными, так как диаметр пор чрезвычайно мал по сравнению с длиной 
звуковой волны и длиной аэродинамической волны. Сравнительно деталь­
ное представление об интенсивности излучения и корреляционных свойст­
вах акустического поля, излучаемого пограничным слоем при его отсасы­
вании через щели или пористую поверхность, могут дать эксперименталь­
ные исследования спектральных и корреляционных характеристик присте­
ночных флюктуаций давления.
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