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Рассматриваются свободные и вынужденные колебания бесконечной 
плоской стержневой решетки с жестким соединением стержней в узлах. 
Показано, что в такой решетке существуют три нормальные изгибпо- 
крутнльные волны. Исследуется распространение нормальных волп на 
низких н высоких частотах. Отдельно обсуждается вопрос о числе нор­
мальных волн в той и л и  и н о й  конструкции решетки. Показано, что 
в зависимости от способа соединения стержней в узлах в решетке мо­
жет существовать от одной до шести: нормальных волн.

Поперечные колебания бесконечной плоской стержневой решетки 
для двух частных случаев были рассмотрены ранее в работах [1, 2]. 
В работе [I] исследовалась прямоугольная решетка, у которой узлы не 
поворачиваются и смещаются только в поперечном направлении. При 
этом предполагалось, что частоты достаточно высоки и неоднородные 
волны, возникающие в узлах, успевают затухнуть на расстоянии мень­
шем, чем шаг решетки. При этих допущениях было получено дисперси­
онное уравнепие, из которого следует наличие полос пропускания и пе- 
пропускания. В работе [2] рассматривалась решетка, у которой стержни 
в узлах соединены посредством шаровых шарниров. Для такой модели 
было получено дисиерсиопиое уравнение и исследовано распространение 
волн в разпых направлениях.

В настоящей работе рассматривается наиболее распространенная кон­
струкция решетки с жестким соединением стержней в узлах. В отличие 
от упомянутых выше частных случаев, изгибные и крутильные волны в 
такой решетке не разделяются и, взаимодействуя в узлах, образуют из- 
гибно-крутильпые решетчатые волны, которые можно считать чисто на­
гибными или крутильными только в нескольких предельных случаях. 
Часть этих случаев рассматривается нпже. Основное внимание в работе 
уделено свободным и вынужденпым колебаниям решеток на высоких и 
низких частотах, а также вопросу о числе нормальных волн.

Сделаны сле,пу10щие допущения. Соединение стержней в узлах пред­
полагается точечным, так что не только толщина, но и ширина стержней 
должна быть много меньше рассматриваемых длин волн. Форма ячейки 
периодичности решеток считается прямоугольной. Кроме того, рассмат­
риваются установившиеся колебания, и множитель ехр( -icot) всюду 
опускается.

Используется метод, примененный нами в работах [2—4]. Метод по­
зволяет получить дисперсионное уравнение в компактной форме, удоб- 
пой для анализа, и найти функции Грина решетки в замкнутом виде. 
Ввиду того, что применение этого метода к решению настоящей задачи 
не содержит каких-лмбо принципиальных трудностей, все промежуточ­
ные выкладки пропущены.
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Дисперсионное уравнение нормальных воли решетки с жестким сое­
динением стержней в узлах имеет следующий вид:

+  Zi,<2>) (Z220) +  ZKP(2)) (Z22(2) +  ZHP<*>) -  Z l2WZ2lW(Z22(2) +
+  ZKpW) -  Z ,# Z 21(2) (Z22(>) +  Z„p(2)) = 0 ,  (1)

где Zit(m> =  2B Jcm3Q (cim.im) / #  (a,n); Z12(m) =  — Z2i(m) =
=  2 J H sin X (cli am cos От) /1л (rr?n) *

Z22(r'i) — "IBmkmP ( 0m, | m ) //? ((Tm) ;
P  (a, g) =  sin a • ch о — sh cr• cos a +  cos |  (sh a  — sin a ) ;
Q(o, £) =  sin a-ch о +  sh a-cos a — co s |(sh  a  +  sin a) ;

R(o) — 1 — cos cr-ch a; g m  — — kmdm
dm — шаг решетки в направлении оси хш\ Вт и кш — изгибные жесткость 
и волновое число 2т -стержней; \хт — компонента постоянной распрост­
ранения решетчатой волны вдоль оси хт; ZKpM =  2C/)t%m(cos xmdm — 
— cos %т) I sin Kmdm', Cm и xm — крутильная жесткость и волновое число 
крутильных колебаний 2т -стержпей; т =  1,2. Уравнение (1) содержит 
cos с] и cos £2 в третьей степени и для каждой частоты дает три корпя по­
стоянной распространения р =  (pi2 +  рг2) ,/2. Это означает, что в рас­
сматриваемой решетке могут существовать три нормальные решетчатые 
волны, подобно тому, как в однородной пластине существуют две нор­
мальные изгибные волны.

Функции Грина Gat (£, к =  1, 2, 3) выражаются в виде двойных инте­
гралов. Так, смещение узла с коордипатами (n\d\y 7?2d2) при действии в 
узле (0, 0) единичной силы определяется первой функцией Грина:

(2я)

Gji {n\d\y fiz&z 10, 0) =  

1 _  г  г  ( Z g W  +  Z KP<2))  (Z » W  +  ZnpW )

rr\2 J J

Я  я
(2)

—я  —Л
л

e i n & i + i n & . ̂

где А — левая часть уравнения (1). Углы поворота этого узла опреде­
ляются функциями G 2j и  G31 и т. д. При п 1 =  т?2 =  0 выражение (2) 
представляет собой входную податливость /ц  решетки относительно пе­
ререзывающей силы. В общем случае ни функции Грина Gih, ни входные 
податливости Jih через известные функции не выражаются.

Рассмотрим некоторые частные случаи, представляющие практиче­
ский интерес.

Простейшей конструкцией решетки является вырожденная решетка, 
у которой толщина, например, 22-стержней стремится к нулю. Иными 
словами, вырожденная решетка представляет собой набор ничем не свя­
занных ярстержней. Все параметры, относящиеся к 22-стержням, обра­
щаются в нуль, и дисперсионное уравнение (1) в данном случае записы­
вается следующим образом:

(cos Oi — cos £1) (ch ai
m ^ C i k w - —  ------- -  --V *sin xid\ • (1 — cos a*i ch 01)

u.

Постоянная распространения имеет три корня: ±(xi =  к\, ilt 1, %i. Пер­
вые два корня соответствуют однородной и неоднородной изгибным вол­
нам и третий корень — крутильной волне 21-стержня. В уравнение (3) 
не входит компонента ц2 постоянной распространения. Она характеризует 
только фазовый сдвиг между волнами, бегущими в двух соседних 
21-стержнях, и поэтому является функцией угла распространения (р й 
компоненты ;jai: p,2 =  |-Mtg<p. Групповая скорость всегда направлена 
вдоль оси 2 ь в то время как фазовая скорость может иметь и другие на­
правления. Нетрудно также проверить, что формула (2) определяет 
функцию Грипа бесконечного однородного 21-стержня. На' практике вы­
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рожденная решетка может служить расчетной моделью для решеток, 
у которых жесткое™ -стержней много больше жесткостей лдотержней. 
Модель эта будет верна во всем частотном диапазоне, за исключением уз­
ких полос в окрестности резонансных частот ^-стержня длиной cfe. зажа­
того с обоих концов. На этих частотах, несмотря на малую жесткость #2 
и С2 ^-стержней, величины Z,-*<2> и 2 1ф<2> могут достигать больших значе­
ний, и пренебрегать ими в уравнения (1) нельзя.

Н и з к о ч а с т о т н ы е  к о л е б а н и я  р е ш е т к и .  На низких часто­
тах, когда длины крутильных и изгибных волн в однородных стержнях 
намного превосходят размеры ячейки периодичности am<^ 1, 
два корня уравнения (1) являются малыми (порядка кт). Третий корень 
оказывается комплексным и конечным по абсолютной величине. Так что 
при стремлении частоты к нулю длина нормальной волны, соответствую­
щей этому корню, стремится к конечному пределу, в то время как длины 
двух первых нормальных воли стремятся к бесконечности.

Для «длинных» нормальных волн дисперсионное уравнение (1) мо­
жет быть приведено к следующему виду:

Bi (C i Сг \  В2 (B i В2 \
%  “ ■ * + ( 4  +  4 )  **  * * + - «  ~  ( *  ** ^ w  А‘ )  -  ° - <4)

Точно такую же дисперсию имеют нормальные волны анизотроппой 
пластины, описываемые дифференциальным уравнением:

d^w
В\ — — +  2Dnдх£

д'пи
дх(1 дх2г

d'kw d2w 
+  В 2 -—— +  ро

дх'£ сП2
гдо D\ =  В\ I d2, D2 =  В 2 I d\} 2D,2 =  С\ / d2 +  ^2 /  d\, ро =  (рic?i -f-
+  ргйг) / d\d2. Таким образом, длинноволновые низкочастотные колебания 
решетки сходны с колебаниями анизотропной пластины. Это сходство из­
вестно давно [5] и, несмотря па известные возражения и дискуссии [6, 
7], часто используется при различных расчетах [8, 9]. Но, как это сле­
дует из вышеизложенного, уравпепне (4) не учптътвает «короткой» нор­
мальной решетчатой волны, и использование его в расчетах может при­
вести к заметным ошибкам, в особенности при вычислении характеристик 
ближнего поля решетки.

Хекл [1] рассмотрел решетку, у которой узлы совершают только по­
перечные колебания и пе могут поворачиваться. Практически такая ре­
шетка может быть реализована только с помощью специальных механиче­
ских приспособлений. Тем не менее, несмотря на искусственность, модель 
Хекла представляет чрезвычайный практический интерес, так как имеет 
непосредственное отношение к высокочастотным колебаниям обычпой 
решетки. Дисперсиопное уравнение для этой конструкции решетки
z l j }-j- z fi  —  0 получается из общего уравнения (1) при Z*? =  0. Из
него следует, что в решетках Хекла существует одна нормальная волна.

Решетка Хекла является одним из немногих частных случаев, когда 
некоторые из интегралов типа (2) удается выразить через известные 
функции. Такова, в частности, ее входпая силовая податливость /,,. Она 
представляется через тригонометрические функции и полные эллиптиче­
ские интегралы первого ряда.

В ы с о к о ч а с т о т н ы е  к о л е б а н и я  р е ш е т к и .  На высоких 
частотах можно считать выполненным следующее условие:

Ск^>Вк. (5)
Действительно, оно будет верно при любых значениях параметров В 

и С, так как крутильное волновое число х пропорционально первой сте­
пени частоты <о, а изгибное — корню из со. Условие (5) выражает тот 
факт, что крутильная жесткость однородного стержня во много раз пре­
восходит его изгибную жесткость к повороту. На высоких частотах кру­
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тильная волна, возбужденная в некотором стержне решетки, практически 
не встречает сопротивления со стороны других стержней, а изгибная 
волна, наоборот, в каждом узле встречает огромное сопротивление к по­
вороту, так что при изгибных колебаниях узлы решетки не поворачива­
ются и смещаются только линейно. Исключение составляют узкие окрест­
ности резонансных частот стержней длины d\ и cfe, в которых либо со­
противление изгибающему моменту становится большим (изгибный резо- 
нанс), либо крутильное сопротивление уменьшается (крутильный резо­
нанс). На высоких частотах, таким образом, всюду, за исключением счет-
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ного числа узких полос частот, тремя нормальными волнами решетки яв­
ляются две крутильные волны вырожденной решетки и одна изгибная 
волна решетки Хекла. Дисперсионное уравнение этих волн

(1) (2) (i) (2)
А ф Хкр (Za +  Zu ) =  0 (6)

получается из уравнения (1) при наложении на пего условия
ZI(p Z22. (7)

Легко видеть, что условия (5) и (7) совпадают почти на всех частотах, 
кроме узких полос, о которых говорилось выше.

Замена точного уравнения (1) приближенным (6) сильно облегчает 
расчеты высокочастотных колебаний решетки. Кроме того, что упрощает­
ся исследование дисперсии нормальных волн, появляется еще возмож­
ность выразить через известные функции входные податливости. Две мо- 
ментные входные податливости решетки оказываются равными входным 
крутильным податливостям однородных х\- и ^-стержней, а входная по­
датливость для силы будет такой же, как и у решетки Хекла.

Интересно проследить, как отличаются точное и. приближенное реше­
ния, т. е. какая ошибка вносится подменой неравенства (5) неравенством
(7). С этой целью рассмотрим распространение нормальных волн вдоль 
оси х\ в квадратной решетке из одинаковых стержней и сравним диспер­
сию волн, полученную из точного уравнения (1) и из приближенного (6). 
На фигуре а представлено приближенное решение: пунктирной линией 
для крутильной волны вырожденной решетки, сплошной — для изгибной 
волны решетки Хекла. На фигуре б изображены точные дисперсионные 
кривые, полученные из уравнения (1): пунктирной линией для так на­
зываемой квазикрутильной волны, сплошной — для квазиизгибной.

Наибольшее отличие крутильной волны от квазикрутильной (пунк­
тирные линии) заключено в окрестности точек kd =  2яп ±  0,5л, где п — 
целое число. Эти точки соответствуют резонансным частотам отрезка 
стержня, защемленного на обоих концах. Величина Z22 на этих частотах 
стремится к бесконечности, поэтому квазикрутильная волна встречает в 
узлах бесконечное сопротивление и не может распространяться. В окре-
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стностях этих частот имеют место полосы непропускания. При удалении 
от точек kd  =  2:хп ±  0,5л Z22 уменьшается, и на всех других частотах 
дисперсия квазикрутильной волны практически совпадает с дисперсией 
крутильной волны вырожденной решетки.

Отличие квазиизгибной волны от изгибпой (сплошные линии) заклю­
чается в основном вблизи частот, па которых в отрезке стержня длина d 
укладывается целое число крутильных волн. На этих частотах величина 
ZKp стремится к нулю, а кривая дисперсии квазиизгибной волны терпит 
разрыв.

Таким образом, различие приближенного и точного решений весьма 
велико в некоторых узких полосах частот. Дисперсия реальных решетча­
тых волн оказывается намного сильнее, чем дисперсия волны решетки 
Хекла и крутильных волн вырожденной решетки. По этой причине заме­
на уравнения (1) приближенным (6) недопустима при таких расчетах, 
где существенную роль играют скорости распространения волн. Но во 
многих других практических приложениях этим отличием можно прене­
бречь. Это можно делать, например, при расчетах интегральных уровней 
вибраций решетки в достаточно широких полосах частот. Так, в 72-ок­
тавных полосах для решетки, дисперсионные кривые которой изображе­
ны на фигуре, ошибка приближенно вычисленного уровня не превышает 
нескольких процентов.

Рассмотрим в заключение вопрос о числе нормальных волн в той или 
иной решетчатой конструкции. Как отмечалось, число это различно для 
разных решеток. Ниже приводится простой способ подсчета числа нор­
мальных волн без предварительного вывода дисперсионного уравнения.

Этот способ основан на результатах работы [10]. В этой работе рас­
сматриваются нормальные волны в одномерных периодических цепочках 
из многополюсников и показывается, что в цепочке из одинаковых 4N- 
полюсников существуют N  нормальных волн. Например, в цепочке из че­
тырехполюсников, которая, как известно, является дискретной моделью 
струны, можно возбудить только одну нормальную волну. Изгибпо колеб­
лющийся стержень моделируется с помощью цепочки из восьмиполюсни­
ков [11—13], и в нем существуют две нормальные волны—однородная 
(незатухающая) и неоднородная. Если на каждый 4 iV-полюсник нало­
жить т жестких связей, то число нормальных волн уменьшится на т.

К этому следует добавить, что число нормальных волн всегда равно 
числу механизмов (или способов) передачи энергии от одной ячейки це­
почки в другую. Это непосредственно следует из того, что каждые две 
пары клемм многополюсника определяют один такой механизм. В ди­
скретной модели струны энергия передается парой «сила — скорость». 
В модели изгибно колеблющегося стержня существует два механизма — 
пары «сила — линейная скорость» и «изгибающий момент — угловая ско­
рость» и т. д. Наложение т жестких связей на 4 АЧголюспики уменьшает 
число механизмов передачи энергии па т так же, как и число нормаль­
ных воли. При подсчете количества нормальных волн в одномерной струк­
туре достаточно посчитать механизмы передачи энергии.

Все эти результаты обобщаются и па двумерные цепочки. Пусть име­
ются, например, два бесконечных набора цепочек из одипаковых четы­
рехполюсников, параллельных осям х х и х2. Каждая такая цепочка яв­
ляется моделью струны, а в целом оба набора моделируют разъединенную 
струнную решетку. В такой структуре, очевидно, будут существовать две 
нормальные волны — одна в одном наборе, другая во втором наборе, ана­
логичные волнам вырожденной решетки. Но если наложить на эту струк­
туру жесткие связи, а именно, соединить оба набора так, чтобы смехцепия 
в местах соединений были одинаковы, то два механизма передачи энер­
гии сливаются в один, и в такой двумерной цепочке существует только 
одна нормальная волна. Такая цепочка будет моделью мембраны [14] или 
струнной решетки в зависимости от способа наложения жестких связей.
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Точно так же обстоит дело и в стержневой решетке. Однородный 
стержень, совершающий изгибиые и крутильные колебания, может быть 
представлен цепочкой из 12-полюсииков (для этого к цепочке из восьми­
полюсников, моделирующей изгибиые колебания, нужно добавить цепоч­
ку из четырехполюсников, моделирующую крутильные колебания, и рас­
сматривать эти две независимые цепочки как одну, составленную из 
12-полюсников). В двух наборах таких цепочек, параллельных осям х \  и 
Х2, т. е. в разъединенной стержпевой решетке, будут присутствовать 
шесть нормальных воли — по три в каждом паборе. Если стержни соеди­
нить в узлах шаровыми шарнирами, иными словами, наложить жесткие 
связи на линейные перемещения обоих наборов в местах их пересечения, 
то энергия от ячейки к ячейке будет передаваться пятью механизмами 
(одной парой «сила — линейная скорость», двумя парами «изгибающий 
момент — угловая изгибная скорость» и двумя парами «крутящий мо­
мент— угловая скорость кручения»). В решетке с шаровыми шарпирами, 
следовательно, существуют 5 нормальных волн. Три были рассмотрены 
в [2]. Две другие — это крутильные волны вырожденной решетки.

При наложении других жестких связей число нормальных волн в ре­
шетке будет уменьшаться и дальше. Если стержни соединить в узлах е 
помощью цилиндрических шарниров, т. е. наложить жесткие связи двух 
видов — на перемещения и на угловые смещения в одном из направле­
ний, то в такой решетке будут существовать четыре нормальные волны. 
При жестком соединении стержней в узлах число нормальных волн рав­
но трем. Это же следует, как показано выше, из дисперсионного уравне­
ния (1). Далее, с помощью специальных приспособлений можно добить­
ся того, чтобы в узлах решетка не могла поворачиваться в одном из глав­
ных направлений. Тем самым ликвидируется еще один механизм переда­
чи энергии и число волн уменьшается до двух. Наконец, если запретить 
повороты узлов и  в другом направлении, то энергия может передаться 
только одним механизмом (парой «сила— линейная скорость»). Это ре­
шетка Хекла. В ней существует одна нормальная волна.
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