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НА ИЗЛУЧАЕМОЕ ПОЛЕ

Т .  С. Б а л л е
Проведено обобщение метода Браунбека, используемого при реше­

нии задач дифракции для уточнения метода Кирхгофа, на случай задач 
об излучении. Рассмотрена задача об излучении нормально колеблюще­
гося сферического излучателя и выведены выражения для потенциала 
ноля сферического излучателя с учетом обобщенной добавки Браунбе- 
ка, учитывающей влияние края излучателя на излучаемое поле. Прове­
дено исследование зтих выражений для точек наблюдения, лежащих па 
произвольных расстояниях от излучателя.

В пастоящее время все более широко применяются сферически симмет­
ричные излучающие системы, выполненные в виде части сферы (так на­
зываемые сферические излучатели). Причина этого, с одной стороны, за­
ключается в возможности получения больших углов облучения простран­
ства по сравнению с обеспечиваемыми плоскими излучателями тех жо 
размеров при одной и той же длине излучаемой волны X и, с другой сто­
роны, в возможности излучения значительно большей энергии, чем с по­
мощью плоского излучателя, при одном и том же угле облучения прост­
ранства. Кроме того, сферические излучатели, в отличие от цилиндриче­
ских, в силу симметричности формы позволяют осуществлять обзор про­
странства неискажающимися при качании характеристиками направлен­
ности с сохранением неизменным коэффициента концентрации в любом 
направлении.

Сферический излучатель может служить как для излучения сферически 
расходящегося поля, так и для фокусирования звука. Фокусирующие из­
лучатели исследовались как теоретически, так и экспериментально многи­
ми авторами (например, в работах [ 1 —6] ) ,  причем теоретический расчет 
велся только в приближении Кирхгофа. Расчет поля, создаваемого выпук­
лой стороной излучателя, проводился в работе [7] для случая, когда сфе­
рический излучатель располагался в сферическом экране. Такое располо­
жение излучателя дает возможность получить строгое решение волнового 
уравнения методом разделения переменных в виде бесконечных рядов по 
полиномам Лежандра. Полученное в этой форме решение позволяет вести 
расчет поля при kR =  30 -4- 50 (к — волновое число, R  — радиус кривизны 
излучателя). При больших значениях kR  этот расчет становится практи­
чески невозможным из-за необходимости учета очень большого числа чле­
нов рассматриваемого ряда и при этом расчета каждого члена ряда с боль­
шим числом значащих цифр.

Исследованию поля, создаваемого выпуклым сферическим излучателем 
с kR  1, свободно расположенном в пространстве, посвящены работы 
[8—101. В работах |8  и 0] проводится теоретический расчет поля слабо 
выпуклого сферического излучателя с kR  ^> 1 в обычном приближении 
Кирхгофа, основанном на представлении излучающей поверхности в виде 
набора точечных источников, излучающих синфазно и не взаимодейст­
вующих друг с другом. Изогнутость излучающей поверхности учитывает­
ся в этом приближении только благодаря интегрированию по ней, влия­
нием края излучателя на излучаемое поле пренебрегается. В работе [10] 
расчет поля сферического излучателя проводится в модифицированном 
приближении Кирхгофа, дающем добавочный учет искривленности пзлу-
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чающей поверхности, влиянием края излучателя здесь также пренебре- 
гается.

Как обычное, так и модифицированное приближения Кирхгофа состоят 
в том, что при применении интегральной формулы Грина оба фигурирую­
щие в ней краевые значения заменяются некоторыми разумно выбранны­
ми величинами. В результате обычная краевая задача заменяется некото­
рой другой, более просто решаемой задачей (задачей с заданным разры­
вом или краевой задачей с ошибочными краевыми условиями), которая 
по имеет ничего общего с исходной краевой задачей, соответствующей фи­
зике явлений. Несмотря на это, результаты, полученные этими методами 
в предельном случае, когда размеры тела велики по сравнению с длиной 
волны, в дальней зоне хорошо согласуются с опытом. В то же время эти 
методы совершенно непригодны вблизи ребра тела, так как решение, по­
лученное в приближении Кирхгофа, имеет особенность, не согласующуюся 
с условиями на ребре. Аналитически трудно оценить возникающую при 
подобном подходе ошибку. Одним из методов, позволяющих уменьшить

Ф и г .  1

эту ошибку в дифракционных задачах, является метод Браунбека [ 1 1 —- 
13J. Основная идея метода Браунбека при решении задач дифракции волн 
на экране заключается в попытке найти более точные краевые значения 
ноля на поверхности экрана. Браунбек исходит из обычной формулы Гри­
на и замепяет в ней кнрхгофовские краевые значения, которые соответст­
вуют нулевому значению потенциала поля на поверхности экрана вплоть 
до его ребра, некоторой функцией я|>диф.. Эта функция в окрестности ребра 
совпадает с зоммерфельдовским точным решением задачи дифракции на 
полуплоскости, а при удалении от ребра экрана переходит в значения, 
определяемые теорией Кирхгофа. Это допустимо лишь в том случае, когда 
радиус кривизны ребра экрана всюду больше длины волны. Тогда каждый 
элемент ребра заменяется касательной полуплоскостью, для которой зада­
ча дифракции строго разрешима, а затем проводится суммирование по всем 
элементам. При решении задач дифракции метод Браунбека позволяет 
получить первый член асимптотического разложения точного решения по 
убывающим степеням волнового числа. Найденные при помощи этого ме­
тода формулы правильно описывают поле в окрестности ребра и при уда­
лении от ребра экрана переходят в выражения, определяемые теорией 
Кирхгофа. /

При решении задач об излучении нормально колеблющимися сфериче­
скими излучателями ни обычное приближение Кирхгофа, ни модифици­
рованное приближение 1{ирхгофа не учитывают особенности поля вблизи 
ребра излучателя. Для того, чтобы учесть это, применим идеи метода 
Браунбека к случаю задачи об излучении. Г1о аналогии с методом Браун­
бека зададим значение потенциала (или его нормальной производной) на 
поверхности излучателя таким образом, чтобы в окрестности ребра оно 
совпадало с точным решением задачи об излучении или полуплоскости 
(когда рассматривается излучение бесконечно тонкого сферического из-
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лучателя), или клина (когда излучатель расположен в экране произволь­
ной формы), а при отходе от ребра переходило в те краевые значения, ко­
торые использовались в зависимости от рассматриваемого приближения 
в работах [8—10 ].

Для обобщения метода Браунбека на задачи об излучении вернемся к 
двучленной формуле Грина:

<р(го, а0) =
1

4л

Ф2 “  \ ОП \
а / eikr \  oq)2 е

г /  дп

ihr
dS. о )

где S\ — излучающая поверхность бесконечно тонкого сферического излу­
чателя (фиг. 1) (каждая точка S\ колеблется по нормали с постоянной

х

амплитудой Uq) , S2 — поверхность излучателя, находящаяся в покое, 
г0, «о — координаты точки наблюдения Р; г — расстояние от точки наблю­

дения Р до произвольной точки поверхности излучателя, cpi и дф| I дп — 
значения потенциала и его нормальной производной на поверхности 
Ф2 и ^ф2 / дп — значения потенциала и его нормальной производной на 
поверхности 5г, п — внешняя нормаль к поверхности S\.

В таблице сопоставлены краевые значения потенциала и его нормаль­
ной производной па поверхности излучателя для случая, когда колеб­
лется поршнеобразно, a S 2 находится в покое, т. e .-^ i  =  ц 0 =  =  0.

дп дп дп
В первой строке даны приближенные краевые значения, выбранные по ме­
тоду Кирхгофа, во второй — приближенные значения, используемые в мо­
дифицированном приближении Кирхгофа, в третьей и четвертой строках

<М*
дер
дп 1.

• <f>2 ф| 0<р9
On

0ф1
дп

Обычное приближение 0 Фо 0 <?Фо
Кирхгофа

Модифицированное прибли­
жение Кирхгофа 0 R дщ

ikR — 1 ’ дп 0

дп
дфо
дп

Обычное приближенно 
Кирхгофа с учетом до­ ^ 2  диф ф° Г Ф1 дцф 0 дфо

дп
бавки Браупбека 

Модифициропанное прибли­
жение Кирхгофа с учетом 
добавки Браупбека

Ф*2 диф
R с)фо , 

ikR - 1 дп г  ф1 диф 0 Зеро
дп

2  А к у с т и ч е с к и й  ж у р н а л .  Л *  з 3 3 7



приведены краевые значения, полученные при обобщении метода Браун- 
бока на случай рассматриваемой задачи для обычного приближения Кирх­
гофа и модифицированного приближения Кирхгофа соответственно. Легко 
видеть из выражения (1) и таблицы, что используя приближение Кирхго­
фа с учетом обобщенной добавки Браунбека, мы получаем выражения для 
потенциала поля сферического излучателя в виде

а учитывая добавку Браунбека в модифицировании приближения 
го фа, получаем

а">-- 1 т и +  S Т 1 'i s -Ь\ SI

S, Ss
т М - и .on г /

Кирх-

П выражении (2) первый член дает обычное приближение Кирхгофа, вто­
рой и третий — обобщенную добавку Браунбека, в выражении (3) — пер­
вый и второй член дают модифицированное приближение Кирхгофа, тре­
тий п четвертый — обобщенную добавку Браунбека. Два последних чле­
на в выражениях (2 ) и (3) тождественны, таким образом учет особен­
ности поля на ребре излучателя в обоих приближениях приводит к оди­
наковым добавочным членам.

Дальнейшей нашей задачей является исследование двух последних чле­
нов формул (2 ) и (3) и тех областей, где вклад, даваемый этими членами 
в выражении (2) и (3), максимален. Величины ср1ДИф и фгдиф находим, ис­
пользуя результаты работ [14—15]. Пусть S t и S 2 — верхняя и нижняя 
стороны полуплоскости (фиг. 2), причем все точки поверхности S\ колеб­
лются синфазно по нормали с постоянны'! амплитудой UCy а поверхность 
S2 находится в покое. I Годное выражение для поля, создаваемого такой
полуплоскостью, можно записать в виде

П(р,1)7) =  | 7 F ei*PSin* ” Р и * > Ф > * / 2

U
с о

О
4nik X iftpch*.

о

О

S' п

при — я 4  — я/ 2
4  — я /2

2
sin 4  +  я /2  

2
, I — я/2 1 t 4 + я/2

СП —  — соз -—  ----- ch — +  cos J
CIt, (4)

где p, 4  — координаты точки наблюдения Р  (см. фиг. 2). Первый член в 
выражении (4) дает геометрическое приближение, второй — интересую­
щий нас диффракционный член. Так как на поверхности S \ 4  =  я, а на 
S 2 — угол 4  =  —я, мы получаем из формулы (4) следующие выражения
ДЛЯ ф1диф И ф2диф-

ф ! лиф —
U0 1̂ЙРС11<дщя/4  ^  

2яik  * cli t/2  — cos л/4

Uо с° е*к? сь t sin я /4  

*2 Днф 2nik  *J ch t/2  +  cos я/4
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Заменим каждый элемент ребра излучателя касательной полуплоскостью 
(см. фиг. 3). Как видно из выражений (5) и (6), значения фютф, ф2диф убы­
вают при больших р, как 1 /  у/ср, и имеют быстро меняющуюся фазу. Это 
указывает на то, что основной вклад они дают только в окрестности ребра

\Ь щ \ 'К1ид

р =  0. Полагая р — Л (ат — а) и вводя бесконечно дифференцируемую 
функцию г] от а, определяемую следующим образом:

1 в окрестности а =  а™,
0 вне окрестности а ==• ат ,

Т] {am — а} =  |

получаем выражение для обобщенной добавки Краунбека в виде

d / eihr \  _ _ 1  с с о ( eihr
W диф — -4 ПФ1 диф4л *'  ̂ ons>

/ eihr \  1  г с  о /  eihr \
(  — +  —  5 $ Фгдкф^-^— )  dS =

s3
a

U oIPe-W  ( д
m

( О С С 6гнг С
---- \  \  ----- и sin a da d<p \

i k n i  я 1 6Д* J r  _

oo
e^'-dt +

о о 1KR(am-a)

----- “ •» 2 л

+
УйгД
~2Д 5 S

о О

e ik [r+ Я (« то- а ) ] 1
ц fOm — a sin a  da drp j

где
/* =  УД2 +  го2 — 2Дго[соэ a cos ао +  sin a sin ас cos гр].

Вычислим обобщенную добавку Браунбека для точек наблюдения, лежа­
щих на оси излучателя. Используя метод стационарной фазы, получаем 
для этого случая

U Jl (r0cosam — Д)
ФдиФ=  X

1кго Iт

г уг~ — i l
L l / l m  —  ' ‘О S i n  О т  J

eMm, ( ? )

где ____________________
1т =  УД2 +  го2 — 2Rr0 cos aw.

Обобщая результаты работ [8—10], мы можем написать выражение, опи­
сывающее поведение поля на оси излучателя, в однотипной форме для
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всех рассматриваемых приближений:
U R

ф(г0, 0 ) ~  ——-  [%еш т — еШо]ч
IKI'o (8)

где 1о =  Го — R, а 1 = 1  соответствует обычному приближению Кирхго-
v / - v  ч * 1 /  . , г 0 cos а™ — /? \
фа (обозначим его через с - А. ) ; \  =  — ^1 4----------— ------- ) — модифици­

рованному приближению Кирхгофа (м-К .)\

I

;  t , r°cosam - R  , ,
/m

X ( V - ------- —----------- 1 ^— обычному приближению Кирхгофа с учетом
\ г 1т — Го sincim /

*m=f8 i ••R=100 

г  - ( о .  К.)

Гп/R
Фиг.  6

обобщенной добавки Браунбека (о.К .+  Б.) и \  =

2 1 L  ' \  1

г cos am — Я
2/

X
???

X ( - = и
v y/m-

— ------— модифицированному приближению Кирх-

/

X

У?т — Г о sin а7>} /  2
гофа с учетом обобщенной добавки Браунбека (м.К. +  Б.). Для оценки об­
ластей изменений ат и г0/ И, где вклад от фд„ф максимален, приведены

^ кривые, описывающие зависимость
фдиф от ат при г0/ Л =  const (фиг. 4) 
и от г0//?  при ат =  const (фиг. 5). 
Следует отметит!», что при переходе 
от выпуклого излучателя к плоскому 
с сохранением диаметра излучателя 
постоянным (т. е. при /?-> оо и а,„—*• 
—у 0 при /? sin ащ =  const), выраже­
ние (7) становится тождественным 
добавке Браунбека, вычисленной для 
случая дифракции плоской волны 
при нормальном падении на круглый 
диск (или отверстие),когда точка на­
блюдения лежит на оси [13].

Из выражения (8 ) видно, что во 
всех рассматриваемых приближениях 

характер поведения поля па оси излучателя, число осцилляции, располо­
жение максимума и минимума модуля потенциала поля описывается иден­
тично. Однако соотношения абсолютных величин | <р(г<>, 0) |max и

Фиг. 7
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1фК  о ) | mm существенно зависит от рассматриваемого приближения. Оче­
видно, что

| Ф (го, 0) | щах —

(f (го, 0) | min —

иоН
кг0 

UoR 
кг0

(1 +  1)

( 1 - Ю

(9)

(10)

На фиг. 6 приведены кривые, описывающие поведение |ср(го, 0) | в за­
висимости от изменения г0 / Я, построенные по формулам (9) и (10) при 
ат =  18° и kR  =  200 для всех рассматриваемых значений £, причем кри­
вые с индексами 1—4 являются огибающими максимальных значений 
|ф(г0, 0) I, а с индексами V  — 4' огибающими минимальных значений 
|ф(Пь 0)(.

Для точек наблюдения, лежащих на конечных расстояниях от излуча­
теля и не на оси последнего, при помощи метода стационарной фазы мы 
получаем следующие выражения для 4диф при 0 <  а® <  ат:

Фдиф
UoR e~inli и/ sin а™ I- ет,

УАго 1 2nkR  sin ао '- ik l i

У1 +  sin ф! 

sin \|)i
— ctg ф! ) -

e ihh / V i _)_ sill x|:2 
— i —  ( ------ г— 2 -  -  ctg  *1 :2y/cZ2 Sin 4  2

И п ри  а 0 =  d m

4диф ~
UoR eihl**m
ykr0 У2лА?Я/2 sin 2аin 2 а  m '

У1 +  sin 42

sin Vj)2
— Ctg Ifz) ,

где Zi =  УЯ2 +  — 2Rr0 cos (am — «о); Z2 =  УЯ2 +  r02 — 2Я7*осоз (am +
+  ао), ypi — угол между направлением Zj и границей ао =  ат, 42 — угол 
между направлением /2 и границей ао =  ат  (см. фиг. 7). Также, как и 
для точек наблюдения, лежащих на оси, выражение для потенциала поля 
в этом случае получается в однотипном виде для всех рассматриваемых 
приближений при 0 <  ао <  aw

Ф(г0, а0) ~
UoR UoR e-w*i — — бМ(Го-Ю -J----- I-— ----
kr0 У/cro У Sin ат

2я&Я sin ао

а при а0 =  dm

Ф(г0, ао)
. Х(Фа)

2/сго f /его У2kR kh  sin 2ято

где х(%) =  1 /  sim fi; хМ’г) =  1 /  sin -ф2 — соответствуют о.К.; x(M>i) =  
=  cos2tl>i / 2 /  sin t|n; х(Фг) =  cos2 i|)2 /  2 /  sin i|>2 — м.К; x(%) =  1 / 
/ sin i|)i (y'l +  sin npi +  2sin2 г|н /  2); % (я|)2) =  1 /  sin i{)2 (У1 +  sin ф2 +
+  2 sin2 % / 2) — о.К. +  Б; и хОФО =  1 /  sin ifo (У1 +  sin +  sin2i|>i /  2);
X (ij)2) =  1 /  sin г|)2 (У1 +  sin i|)2 +  sin21|)2 /  2) — м.К. +  Б.

Ha фиг. 8 и 9 приведены кривые распределения |<р(г0, 0) | на оси сфе­
рических излучателей с kR =  200 и ат —  9 и 18° соответственно, по­
строенные для всех четырех приближений. На фиг. 10 и И  приведены

341



I f ( r o,0)\

\<f>(ro,0)\

342



lp(r0,*0) I

разрезы ноля но углу а0 на расстоянии х =  0,5 R  (т. е. при r0 / R  =  1,5) от 
поверхности излучателя с углом раскрытия ат =  18° и кВ =  200.

Анализ полученных выражений позволяет сделать следующие заклю­
чения:

1. Поле имеет осциллирующий характер, как вдоль го при ао =  const, 
так и при изменении ао при г0 =  const, причем число осцилляций и ме­
сторасположения максимума и минимума потенциала поля во всех при­
ближениях описываются одинаково. Изменяются только соотношения 
между значениями минимумов и максимумов |<р(г0, ао) |, которые зависят 
от функции / (tJ-i.2) • Наиболее резкое расхождение между этими величи­
нами наблюдается в ближней зоне, где, как и следовало ожидать, влияние 
края и изогнутости излучающей поверхности на излучаемое поло сказы­
вается наиболее сильно. Так, интенсивность в точке на оси, где rosinao =  
=  im, вычисленная в модифицированном приближении Кирхгофа с уче­
том влияния края, ~  в 2,2  раза превосходит величину интенсивности в 
этой же точке, вычисленную в обычном приближении Кирхгофа.

2. При расчете поля в ближней зоне до расстояний (0,6 - г -  0,7) о2 1 к  не­
обходимо учитывать как изогнутость излучающей поверхности, так и
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наличие края сферического излучателя. Для расчета необходимо исполь­
зовать модифицированное приближение Кирхгофа с учетом обобщенной 
добавки Браунбека.

3. При расчете поля в средней зоне, расположенной на расстоянии от 
(0,6 -т- 0,7)а2/X  до а2/X  от поверхности излучателя, влиянием изогнутости 
излучающей поверности можно пренебречь, в то время как наличие края 
излучателя необходимо учитывать. Для расчета достаточно пользоваться 
формулами, полученными в обычном приближении Кирхгофа с учетом 
обобщенной добавки Браунбека.

4. В дальней зоне все приближения дают практически идентичные ре­
зультаты, т. е. при расчете можно ограничиться формулами, полученны­
ми в обычном приближении Кирхгофа.

В процессе подготовки настоящей работы автор пользовался ценными 
советами Г. Д. Малюжинца и [Л. Д, Розенберга]. Автор приносит благодар­
ность А. А. Тужилииу за предоставленную возможность ознакомления 
с неопубликованными материалами.
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