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В. 1[. Д оку и асе
Рассмотрено шлученио звука элементарным гармоническим моно­

полем, движущимся по окружности. Получены выражения для возму­
щении потенциала в волновой зоне излучателя. Показано, что в излу­
чении содержится спектр комбинационных частот, состоящий из соб­
ственной частоты моиополя и гармоник «звука вращения». Определена 
диаграмма направленности излучения, распределение интенсивности 
звука по спектру излучаемых частот, а также полная интенсивность из­
лучения. Показано, что при больших дозвуковых скоростях движения 
источников по окружности излучение «звука вращения» особенно вели­
ко и вес его характеристики сильно отличаются от случая малых скоро­
стей движения.

Теоретический анализ «звука вращения», излучаемого твердыми тела­
ми, движущимися по окружности и винтовой линии, а также родственные 
задачи о «звуке вращения» гребных и воздушных винтов, приводится в 
ряде работ [1—4]. Этот класс задач можно назвать задачами об излуче­
нии «звука вращения» источниками постоянной производительности. 
Гюлее сложным является класс задач об излучении «звука вращения» 
пульсирующими или осциллирующими излучателями, движущимися по 
окружности *. Здесь будет рассмотрено излучение звука движущимся по 
окружности элементарным гармоническим монополем.

Эта задача представляет некоторый интерес для аэро- и гидроакустики. 
Так, в линейной газодинамике и родственной ей аэроакустике при анализе 
обтекания вибрирующих тонких тел и быстро вращающихся воздушных 
винтов большое внимание уделяется исследованию возмущений, созда­
ваемых элементарными источниками массы — быстро движущимися моно- 
полями и диполями с постоянной или переменной производительностью. 
В гидроакустике низкочастотный кавитационный шум, возникающий при 
обтекании тел жидкостью в кавитационных трубах, обычно имеет некото­
рую характерную частоту [(>]. На основании этого в работе [7 | был пред­
ложен упрощенный механизм излучения «звука вращения» гребными вин­
тами, работающими в режиме с кавитацией. В основе механизма лежит 
представление о том, что но винтовой линии движется монополь с некото­
рой характерной частотой и производительностью, которые определяются 
условиями кавитационного режима обтекания. Этот механизм позволяет 
качественно объяснить ряд данных, полученных в работе [8].

Как будет показано ниже, источник (или сток) постоянной производи­
тельности — статический монополь, движущийся но окружности, излучает 
звуковые волны как некоторый эффективный силовой источник [3 |. Это 
позволяет с единой точки зрения исследовать вопрос об излучении «звука 
вращения» как монополем, так и силовым источником при больших дозву-

* Одна из задач, весьма близких к этим, рассмотрена в работе [5], где изуча­
лось излучение зука диполями, вращающимися вокруг оси, проходящей под уг­
лом к дипольному моменту.
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новых скоростях движения. В работах [1—4] этот вопрос не выяснялся, 
хотя для аэроакустики он безусловно представляет интерес. Интенсивное 
излучение звуковых волн, имеющее место в этом случае, аналогично мощ­
ному синхротронному излучению электромагнитных волн электрическими 
зарядами, движущимися по окружности [9].

Рассмотрим излучение звуковых волн элементарным гармоническим 
монополем интенсивности Q(t) =  Q oexp(m \t)} движущимся по окружно­
сти радиуса а с угловой скоростью (Оо, направленной но оси z цилиндриче­
ской системы координат (г, 2 , ф). Уравнение для возмущений потенциала 
скорости Ф имеет вид

д2Ф
дг2

х  1 йФ (РФ 1 д2Ф 1 д2Ф
г dr dz2 г2 дф2 с2 dt2

Qoeil
= -------6(2)б(г — а )б (ф — й)0 Оэ

роГ
] де с — скорость звука в среде. Решение уравнения (1) проведено методом 
преобразований Фурье — Ханкеля аналогично тому, как это сделано в 
работах [3, 4]. В волновой зоне от излучателя, используя сферические 
координаты z =  R  cos 0, г =  R  sin 0, <р, после простых вычислений, полу­
чаем

Ф(Д,0,Ф) =
л  СО о — о ,  .
-------a s m  О

с exp(fvn),

Уп =  (/гео о — o>i)

где /„  — функция Бесселя порядка п. Как следует из этого выражения, 
излучение состоит из спектра комбинационных частот

(On =  coi ±  то  о, п  =  О, 1, 2, . . .  . (3)
Отметим, что источник (или сток) массы постоянной интенсивности 
Q(t) =  (>o(coi =  0) при движении по окружности генерирует обычный 
«звук вращения» со спектром то  о.

Интенсивность излучения звука в телесный угол dQ =  sin QdOdcр вы­
ражается через ноток излучения NR =  c2pvR следующим образом [1]:

где звездочка обозначает комплексно-сопряженную величину. Подставляя 
в формулу (4) выражение (2) для Ф и усредняя по периоду вращения мо- 
лополя Т —  2л / (Оо, получим

dJ_
dQ. 16л2роС

"100 г
2  (ГСС»0— Ml)2/n2[

и О) о — (Oi
a  s in  0v?1=—оэ

Полезно обратить внимание на следующее обстоятельство. При ол =  О 
выражение (5) дает излучение звука источником массы постоянной интен­
сивности и переходит в выражение (28) работы [3] с заменой Qo на экви­
валентный силовой источник F,; =  acooQo =  VqQo- Таким образом, в смыс­
ле излучения звуковых волн источник массы постоянной интенсивности 

движущийся по окружности, вполне эквивалентен силовому источнику 
указанной выше интенсивности, также движущемуся по окружности *.

* В работе [101 п одробн о обсу ж д а ется  роль си л овы х  и сточн и ков , и сточ н и к ов  и 
сток ов  м ассы  для п л оск и х  задач газодинамики. У к а ж ем  тол ьк о , ч т о  си л овы е и с­
точники , в  отличие о т  источн и ков м ассы , созд а ю т  ви хр евы е следы  за телами. 
В  линейном  приближ ении эти  следы  я вл я ю тся  ламинарными.
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Для определения диаграммы направленности излучения в формуле (5) 
.необходимо провести суммирование но п. Способ суммирования ряда дан в 
Приложении. Воспользовавшись значением суммы (п. 9), получим

(II Qo>
dil  16я2роС

0)04
М2 sin2 0 (4  +  М2 sin2 0) 

8(1 — М2 sin2 0 )%"
+  о>1

z +  ж* sm  ̂и 
2(1 — Af2sin20)s/*]

(6)
где введено число Маха М  =  аыо /  с. Первое слагаемое в формуле (G) 
полностью обусловлено вращательным движением монополя и, но сути 
дела, дает «звук вращения» источника массы при оц =  0. Второе слагае­
мое отражает влияние движения иа излучение монополя с собственной 
частотой соь Первый член при М  1 дает дипольную часть излучения, 
пропорциональную sin2 0, а второй член — изотропную, монопольную, часть 
диаграммы направленности. Отношение интенсивностей излучения под 
углами 0 =  0 и п / 2 имеет вид

dil )о=о I
о)02 А/2 (4 +  М 2)

+
2 +  М'

(7))=*'2/ XU-/U-0J <*>i* 8(1—  М%)" ' 2 (1 —  М2)
Отсюда видно, что при М близких к единице диаграмма сильно прижата к 
плоскости движения. Угловое распределение (6) может быть измерено с 
помощью достаточно широкополосного приемного устройства, в идеальном 
случае принимающего без искажении весь спектр излучаемых частот со„ 
(3). Однако, как будет показано ниже, при М  ̂  1 основная часть излуче­
ния приходится на частоту ом и близлежащие комбинационные частоты 
oil ± о о .  При М  близких к единице и оц <  соо основное излучение прихо­
дится на частоту со ~  coo (1 — М2) _3/2.

Полная интенсивность излучения получается из формулы (6) путем 
интегрирования но телесному углу dQ:

Qo2 Г 0) 0 2М2
+

0)р
4л рос L 3 (1 — М2) 3 ‘ ( 1 - М 2)2 ] (8)

Как продельные случаи из формулы (8), получаются результаты работ 
[3, 11J. Действительно, при оц =  0, используя указанную выше замену 

=  F / асоо, мы получаем формулу (31) работы [3]. Более интересен дру­
гой предельный случай. Устремим соо к нулю, а радиус окружности а к 
бесконечности, но так, что ао)0 =  Уо, где Уо — постоянная величина. Тогда 
из формулы (8) получим формулу для интенсивности излучения моно- 
поля частоты coi, прямолинейно движущегося с постоянной скоростью У0. 
а ’именно /  =  (0 \2Qo2 14лр0с(1 — М2)2 [И ].

Перейдем к вопросу о распределении интенсивности излучения по 
спектру излучаемых частот (ап (3). Для этого в формуле (5) необходимо 
выполнить интегрирование по телесному углу dQ для каждой гармоники 
номера п

/п (соп)=   ̂ sm O /n2( -^ ^ -s in e )d 0 .  (9)

Воспользуемся известным преобразованием интеграла в формуле (9) [9]:
„ («со-я/с)
 ̂sin 0 /n2 sin 01 г/0 =  jj J 2n (2х) dx.

Тогда мы получим

7 71 (0)п)
в>и<У
4яро&

acV c

и
J 2 / i ( 2 x )
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При условии малых скоростей асоо^с и а(0|<^с воспользуемся асимпто­
тикой бесселевых функций

а со / с
Т2п [» /асо \ 2/+1 л

/jn(2x)^ W ’ 5 /гп{2x)dx = ( - r )  (25JTT)* (li>
С помощью соотношений (11) из выражения (10) мы получим

. , . c (V  /  na)0± co i \«*-н>
/я(с»п) “ 7----- 775— р т т г ( --------------- а ]  , /г =  0, 1 , 2 , ------( 1 2 )

4лров2 (2я + 1 ) !  \ с /  '
Для комбинационных частот вблизи собственной частоты моиополя coi по­
лучаются выражения:

7о((01) ~ " ^ Г ; / a®o±co1) =  4 / o ( c o , ) ( l ± - ^ )  ( ^ )  • (13)

Таким образом, при малых скоростях вращения М  1 и малом параметре 
(а<0| /  с) максимум излучения приходится на частоту coi и близлежащий 
дублет о>1 ±  (о0.

Для аэроакустики представляет интерес случай больших дозвуковых 
скоростей движения источника звука, когда число М ^  1. Выделяя нуле­
вую гармонику п =  0, перепишем соотношение (1 0 ) в виде

a>i(?o 
4 л ро̂

ft СО I/O и  А/

5 /o(z)d#, / п =
0) o W  ^
4лр0с Л/

I  J2n{2x)dx.
о

Так как но условию оз, <  с»>оиЛ/^ I, то первый интеграл дает /о(о)|) 
а второй удобно преобразовать к виду

м
0)02(?02 п2 

4лроС М S/гл (2 /гт) dt.

(13),

(15)

Этот интеграл подробно исследован п теории синхротронного излучения 
релятивистских электронов и при М  Sj 1 преобразуется следующим обра­
зом [12]. Асимптотика бесселевой функции дает

h n  ( 2 m )  ~ ------г — (1 — т2) '^K'h
яуЗ

2  п

3
(1

где К1/, — функция Макдональда, связанная с более известной функцией 
Эйри » t [9,13]:

« а д cos(£3 +  xt)d t  =
2х^

Пользуясь представлением (16), перепишем выражение (15):

, _  **o2<V  „ V  ___ l ^ ’A D d l  _
&i2 /3p„cM  „ J V l  -  (3 |/2nf* ‘

•5

Интеграл в этой формуле сходится и упрощается предельным переходом 
п->  оо под радикалом и у верхнего предела [9, 12]:

щ у * г
8 Y Зл2р0сЛ/

со

5 A'Vl( i  ) d t
2Lb-M *f!*

п (19)



Покажем, что /,, как функция от номера гармоники п имеет максимум при
3

Пкр =  2 ( 1 • ( 2 0 )

С этой целью получим дна предельных выражения для /„. При п §> 1 и 
|2/г(1 — M2yt*\ 3, нижний предел в формуле (19) заменяем нулем. 
Интеграл легко вычисляется:

5 * v ^ - | r ( i - ) r ( 4 ) ~ * / y i r
о

В результате из формулы (19) получаем

I ~'  п  ----
0) О W /г, 1 <Щп<^ щф. (21)

24лр0сЛ/
С другой стороны, при п ^ > п 1ф нижний предел в формуле (18) больше 
единицы и, пользуясь асимптотикой К'/л(х) ~  (я /2 .т)'/аехр(—я), из фор­
мулы (18) имеем

2*' ('—Л/*)*/*
( 22)In

< 2<?«)! п‘Л
16яа/!р0сМ (1 — M 2f ‘

п ^ > п л р.

Таким образом, из формул (21) и (22) следует, что при М  s j  1 и п 1 
имеет место вначале линейный рост /„  с рос'гом л до п ~  пт  а при даль­
нейшем увеличении п ( п >  п„р) экспоненциальное уменьшение интенсив­
ности /„. Следовательно, nj>ii п ~  икр расположен максимум интенсивно­
сти излучения. Критическая частота, соответствующая пкр.

Ыкр — Пц\)(Оо —
0)0

(23)
3 (1 — Ж2)%

значительно превосходит расстояние между соседними гармониками Ло) =  
=  (|>о<̂ 0)1ф, и, следовательно, спектр можно считать квазинепрсрывным. 
Вводя безразмерную частоту

со п
s = ы кр Икр

nepeiiiiiiicM выражение (19) в виде

(II о) о2(?о2иКр2

dn
Пкр

(24)

оо

dX  8я2УЗ росМ
(25)

8я

Выполним интегрирование по £ в формуле (25):
-|-<Х> О О  1  ° °

5 £ J * ,,(£ )< £  =  x 2Ki/ l(x)dx —  .
о с  о '

Получим окончательно следующую формулу для полной интенсивности 
излучения:

--------W W -------- л/ ^ l .  (26)
12яр0с(1 — Ж2)3

Это выражение совпадает с первым слагаемым формулы (8) при М ~  1, 
что является дополнительным подтверждением корректности целого ряда 
асимптотических приближений, использованных при анализе выражения 
(10). 'Результаты исследования выражения (10) при М ~  1 переносятся 

также на «звук вращения», генерируемый силовым источником с заме­
ной Qo =  F / ао)о в формулах (21) — (26).
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Таким образом, источники «звука вращения» при больших дозвуковых 
скоростях движения особенно интенсивно излучают звуковые волны на 
частотах, близких к соКр (23) и излучение сконцентрировано вблизи орби­
тальной плоскости движения этих источников (6). Следует лишний раз 
подчеркнуть глубокую аналогию между «звуком вращения» и синхротрон- 
НЫМ излучением электрических зарядов, движущихся по круговым орби­
там в магнитном поле [9, 12].

В связи с формулами (8), (20) и (26) сделаем ряд замечаний о гра­
ницах их применимости при М  ~  1. В теории излучения быстро движу­
щихся источников звука интенсивность звука обычно пропорциональна 
фактору (1 — Л/2) -7', где М =  V0 /с ,  п — некоторое положительное целое 
число [3, И —15]. Возникает вопрос о корректности таких соотношений. 
Дейстительно, при М  1, интенсивность растет до бесконечности, возму­
щения в среде становятся большими и линейные уравнения акустики 
перестают быть справедливыми. Вопрос о границах применимости линей­
ного приближения при М  ~  1 можно достаточно строго решить только 
для протяженных источников, например, как это делается в линейной газо­
динамике |_16]. Для элементарных источников возмущений в среде, кото­
рые вводятся в уравнения в виде 6-функций Дирака, на этот вопрос можно 
ответить только приближенно. Будем исходить из условия, что возмуще­
ния давления р<?/?о ~  с2ро- Заметим, что «давление излучения», или вол- 
повое давление, просто связано с интенсивностью /: рр* ~  р0с / / й 2, где 1 
дается соотношением (8). Если средний характерный размер монополя — / 
(радиус пульсирующей сферы), то условие р<^ро  вблизи излучателя при­
нимает вид

(рос/) /р0с2. (27)
Пусть монополь движется равномерно и прямолинейно со скоростью V0r 
когда /  =  <oi2()o2 /4jtpoc(l — А/2)2. Замечая, что Qo ~  coip0/3, из формулы 
(27) получим

(oi2Z2

В другом предельном случае формулы (8), когда сщ =  0 и Q =  dm I dt ~  
~  ,роРТ*”1, где Т  — характерное время изменения массы источника, усло­
вие (27) дает

0)01 4 1

с2Т(1 — М ^ <  ‘
Таким образом, линейноо рассмотрение справедливо и при М ~  1, если ха­
рактерный размер источников звука I достаточно мал *, а характерные 
времена Т  и Т\ =  2л  / <oi — велики.

Последнее замечание касается условий применимости понятия элемен­
тарности излучателя звука в рассмотренной задаче. Как известно, источ­
ники звука можно считать элементарными и вводить их в уравнения аку­
стики в виде б-функций, если их размеры много меньше длины излучае­
мой волны. При малых скоростях движения монополя по окружности 
основпая часть излучаемой энергии приходится на частоту со i и coidzcoo
(12) — (13). Следовательно, излучатель можпо считать элементарным при 
условии, что его средний размер с /  (coi -f- coo). Если М  =  (асоо/с) ~  1,. 
то основное излучение приходится на частоты около соКр (23). При этом 
условие элементарности излучателя принимает вид

К
с(1 — М2)*1'

С«)о
а ( 1 - Л / 2)Ч  1,

где а — радиус окружности.
* В линейной газодинамике уточняется, что источники возмущений, в частно­

сти, движущ иеся тела, должны иметь малую удельную толщ ину / 1ц) <  1, где-
11  — размер миделева сечения, 1\\ — длина тела вдоль по потоку.
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Результаты этой работы просто обобщаются на случай движения мо­
нополя по винтовой линии, как это сделано для силовых источников «зву­
ка вращения» в работе [4].

В заключение выражаю глубокую благодарность Л. М. Бреховских, 
М. А. Исаковичу п И. А. Урусовскому за полезное обсуждение ряда вопро­
сов, связанных с этой работой.

П Р И Л О Ж Е Н И Е

Требуется просуммировать ряд
+оо

s =  2  ( « + а ) 2/„2[(« +  а ) 4  (П.1)
Л = —со

который при а =  0 переходит в известный ряд Шотта [12, 13]. Заметим, 
что доказательство сходимости и суммируемости рядов этого вида основа­
но на сложных тауберовых теоремах и здесь не рассматривается. Наиболее 
простой способ суммирования вытекает из теории обобщенных функций 
[17, 18]. Пользуясь известным интегральным выражением для J,r [13], 
перепишем выражение (П.1) в виде

2 л/г2 ( ** Л
s  =  — 3 |  2  (« +  a ) 2̂ 2n[2(n+a)a:cos(p]|dcp. (П.2)

Просуммируем вспомогательный подынтегральный ряд, относящийся к 
типу рядов Каптейна:

+<х>

Si =  2  (гс +  а )2/ 21![2 (/г+ а )е ], e =  xcoscp. (П.З);
п = —со

Для функции /гп вновь воспользуемся известным интегральным представ­
лением :

1 +л г +со 1
Si =  —  I  ezia& sln 0 ^  (п +  a )2e-2in(0- e 8in e> dQ. (П.4)-

2rt L J—Л n = — C O

Выражение (П.4) перепишем следующим образом:

1 +r e2ial 
’* — 8n ' 1 - e—Л

e2ia0 dd d
- fo o

cos 0 dQ 1 — e cos 0 dO
e-2iaQ 2 e~2in(0-e s in  6)

11= —oo

(П.5)
Ряд в (П.5) сходится в обобщенном смысле к периодической обобщен­

ной функции
4 -+О0

2я
2  e- 2 in(6-e s in  0) _  g [2 (0 — 6 sin 0) ]. (П.6)

п=—оо

Используем свойство обобщенной S-функции Дирака [17]:

б[2(0 — е sin 0)] =  2  о / ! (6 ’ 0S— es in 0 s = O . (П.7)
2(1 — ecos0s)

С учетом выражений (П.6) — (П.7) и при условии е <  1, интеграл в фор­
муле (П.5) легко вычисляется:

„ е2(1 +  е2) , а2(1+ 3е2)
5 ,=  • • _  C2V4- +  т г г(1 -  е2) (1 -  е2) 3

(П.8)
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Подставляя выражение (П.8) в формулу (П.2) и выполняя интегрирова­
ние по ф, получаем окончательный результат:

S  =
х 2(4 +  х 2) а2(2 +  х2)
8(1 — х2) 1/* ‘ 2 ( 1 — х2) 5/2’

(П.9)

Отметим, что при а =  0 суммы S\ и S  переходят в известные [12, 13].
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