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ЧЕРЕЗ ТОНКУЮ ПЛАСТИНУ ПРИ НАКЛОННОМ ПАДЕНИИ

Л .  Е :  Ш е й п м а н , Е .  Л .  Щ епде^юа
Получены выражения для прямоугольного звуковою импульса, про­

шедшею через топкую упругую пластину. Учтены антисимметричные 
и симметричные колебания пластин на основе формул Л. М. Лямшева. 
Рассмотрена^волна (предвестник), которая возникает при наклонном 
падении и обгоняет исходный эвукопой импульс. Показано, что эта вол­
на имеет частоту, равную частото резонанса совпадений для изгнбных 
волн при данном угле падения. Проанализированы особенности, возни­
кающие при использовании формул для коэффициентов отражения и 
прохождения звука для тонких пластин.

Процесс прохождения звукового импульса через пластину при нор­
мальном падении можно сравнить с процессом прохождения импульса 
электрического напряжения через линейные фильтры. Спектр импульса, 
прошедшего через фильтр, определяется произведением спектра исходного 
импульса и частотной характеристики фильтра. Известно, что через 
фильтр проходят практически без искажений видеоимпульсы длитель­
ностью Т >  1 / / ь где / 1 — верхняя граничная частота фильтра. Таким 
образом, можно утверждать, что пластина, имеющая достаточно равно­
мерную частотную характеристику коэффициента прохождения звука в 
диапазоне частот /  <С /ь будет без существенных искажений пропускать 
импульсы длительностью Г > 1 / / 1. Аналогичный вывод можно сделать 
и для импульсов с высокочастотным заполнением. Спектр импульса дли­
тельностью Т с заполнением колебаниями с частотой /о сосредоточен в 
осповном в полосе /о dz Д/, где Д/ ^  1 /  Т. Поэтому пластина с равномер­
ной частотной характеристикой в полосе /о +  Д} будет пропускать эти 
импульсы практически без искажений.

При наклонном падении возникают более сложные явления, связан­
ные с наличием симметричных и антисимметричных волн, распространяю­
щихся вдоль пластины. В работах [1, 2] показана возможность возникно­
вения «предвестника», т. е. колебаний, опережающих приход в точку на­
блюдения основного импульса, что наблюдается только при наклонном 
падении. Однако амплитуды волн не были определены в силу аналитиче­
ских трудностей, связанных с вычислениями интегралов Фурье для пла­
стин произвольной толщины.

Ниже рассмотрено прохождение звукового импульса через тонкую 
пластину с учетом симметричных и антисимметричных колебаний. Пред­
положим, что на пластину падает звуковая волна (фиг. 1 ) вида
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Решение будем искать в виде
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гдо £(со) — коэффициент прохождения звука для монохроматической 
волны с круговой частотой <о, /'о(со) — спектр импульса fo(t'). Зависи­
мость от времени принята в виде е~ш . Для прямоугольного им­
пульса

F0(<*)= 1 __(е'°*г — 1 ).
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Подставляя выражение (3) в формулу (2), находим
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В качестве функции /?(со) возьмем выражение для коэффициента про­
хождения звука через тонкую пластину с учетом изгибных (антисиммет­
ричных) колебаний и поперечных (симметричных) колебаний сжатия, 
полученное в работе [3].
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Z и Z| — соответственно пмпеданцы изгибных колебаний и поперечных 
колебаний сжатия пластины, рс — волновое сопротивление среды, М  — 
масса единицы площади пластины, сл — скорость волн изгиба, h — тол­
щина пластины, Е\  =  Е /  (1 — а2) — модуль упругости для тонкой плас­
тины, с =  Т/Е\ I Р/ —скорость поперечных волн сжатия, р/ — плотность- 
материала.

Определим полюса подынтегрального выражения. Знаменатель В (со) 
обращается в нуль при Z =  —2Z0 и при Z\ =  —2Z0. При Z =  —2Zo мы 
получаем уравнение:
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о)Кр — критическая угло­

вая частота, при которой скорость волп изгиба в пластине совпадает со 
скоростью звука в среде. Уравнепие (7) имеет один вещественный корень, 
и два комплексно-сопряженных. Для реальных пластин выполняется ус-



ловле (3)c ^>Zo IМ .  Из уравнения (7) находим полюса, соответствующие 
изгибным волнам:

2iZo
©1 ~ -----г

М ’

(О 2,3 ~  ±  С) с - j -  i М

(8)

(9)

Для поперечных волн сжатия полюс определим из выражения Z\ =  
=  —2Z0

®4 =  — --ФСе)- (Ю)
Полюс 0)4 лежит в верхней полуплоскости комплексной плоскости со

при 01 <  0 <  Ог, где01 =  arcsin — f l  — а Г2, 02 =  arcsine / С\. При 0, ле-
ct

жащем вне этого диапазона углов, он лежит в нижней полуплоско­
сти. Кроме указанных полюсов подынтегральное выражение имеет еще 
полюс о)о =  0. Расположение полюсов для случая 0, лежащего вне интер­
вала (0 i, Ог), показано на фиг. 2 .
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При t' <  Т  показатель экспоненты в формуле (3) является положи­
тельным и, следовательно, контур интегрирования должен быть замкнут 
в верхней полуплоскости. Учитывая вычеты в полюсах ©2, соз, получим

2Z0 .-jf-tf’—T)
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При V >  Т  путь интегрирования замыкается в нижней полуплоскости 
и следует учесть вычеты в полюсах ©ь (04, ©0. Для вычисления функции 
/2 (О  при t' <  0 также необходимо использовать вычеты в полюсах со2, ©з, 
а при V >  0 — в полюсах ©ь © 4 ,  ©о. В результате получаем при t' <  О, 
т. е. до прихода в точку наблюдения переднего фронта основного импульса
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При t' 
пульса

Ту т. е. после прохождения заднего фронта основного им-
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Проанализируем полученное решение. Из формулы (12) следует, что 
еще до момента t' =  0 в точку наблюдения приходит волна с частотой со,- 
и с амплитудой, возрастающей с течением времени. Характер импульса 
показан на фиг. 3. Появление этой волны объясняется следующим образом. 
Распространение изгибных волн в пластине сопровождается дисперсией и
си пропорциональна Усо. Начиная с частоты сокр, скорость изгибных волн 
становится больше скорости звука в воде. Скорость следа импульса па пла­
стине равна с / sin 0. Если скорость волн изгиба подчиняется условию 
Сц >  с /  sin 0, то изгибная волна, которая возбуждается в пластине при 
движении импульса вдоль пластины, обгоняет след импульса (фиг. 1 ). 
Волла в среде, которая возбуждается изгибными колебаниями пластины, 
достигает точки наблюдения по пути АВМ  (на участке А В  — на пластине,

на участке ВМ  — в среде). При этом время распространения по пути АВМ  
оказывается меньше времени распространения по геометрически кратчай­
шему пути СМ. Поэтому существует волна, достигающая точки М  до при­
хода импульса по кратчайшему пути. Следовательно, при V <  0 давление 
/(*') Ф  0 п наблюдается предвестник.

Амплитуда волны, согласно выражению (12), экспоненциально нара­
стает с увеличением времени. При этом максимальное значение ампли­
туды наблюдается в момент t' =  0, т. е. в момент прихода в точку М  ос­
новного импульса. Учитывая неравенство о)с Zo /  М , получаем, что 
амплитуда волны мала по сравнению с амплитудой основного импульса. 
При уменьшении угла падения амплитуда стремится к нулю.

Распределение амплитуды вдоль оси х  в пекоторый фиксированный 
момент времени приведено на фиг. 1 (заштрихованная эпюра). Линия рав­
ных амплитуд представляет собой прямую DD', параллельную фронту па­
дающей волны. Но мере приближения точки А к точке М  заштрихованная 
эпюра движется вправо и амплитуда волны в точке М экспоненциально 
нарастает.

Заметим, что частота волны, согласно выражению (12), равна частоте, 
на которой для данного угла падения имеет место резонанс совпадений, 
т. е. выполняется условие sin 0 =  с / си. Подставляя в это условие зна-

с2 ч /  Eih? (Oki) г»чение с», находим ш, = -------  V —  • =    . В частотной характери-
sin2 0 ' 1 2 М  sin2 0
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стике при данном угле наблюдается резонансный выброс и пластина 
отфильтровывает частоту о)с, соответствующую частоте максимального про­
хождения звука. Существование этой волны экспериментально доказано 
г» работе [2 ].

13 связи с тем что амплитуда .предвестника зависит от sin2 0. а

то предвестник наиболее значительно проявляется при больших углах 0. 
Следует заметить, что при малых 0 выражение (12) является несправед­
ливым, и им можно пользоваться только до таких величин сос =  toKp / sin2 0. 
для которых справедлива теория тонких пластин.

Рассмотрим теперь выражение (13), определяющее форму кривой дав­
ления в моменты времени, соответствующие прохожденью исходного им­
пульса через точку наблюдения. Первое слагаемое определяет исходный 
импульс. Второе и третье слагаемое обусловлены переходными процессами, 
причем второе связано с антисимметричными, а третье — с симметричны­
ми движениями пластины. Четвертое слагаемое имеет тот же смысл, что и 
в формуле (12). После прохождения заднего фронта основного импульса 
(tr 71), как следует из формулы (14). остаются лишь переходные про­
цессы, связанные с симметричными и антисимметричными движениями 
пластины, затухающие при t ' -+  оо.

В промежутке 0i >  0 >  О2 полюс <0/, расположен в верхней полуплоско­
сти комплексной плоскости о>. Поэтому при вычислении интеграла k ( t ' )  
при t' <  0 следует кроме полюсов cov. соз, учесть и полюс со/4; при tf >  О 
нужно учитывать полюса соо, оц. Аналогичное положение имеет место и 
для функции /i (t') при t' <  Т и при if >  Т соответственно.
После вычисления получим
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При V <  0 второе слагаемое функции f(tf)  содержит экспоненциаль­
ный множитель, который при ф (6) <  0 нарастает с увеличением 
Поэтому в период V <С 0, предшествующий приходу основного импульса, 
к синусоидальному колебанию добавляется еще экспоненциально нара­
стающее давление. Из формул (12), (13) можно получить переходные 
функции для топкой пластины, возбуждаемой единичным импульсом вида

( 1 при О  0 , 
М  I 0 при / ' < 0 .

В этом случае спектр имеет вид

F o M  =
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( 1 7 )

и вместо формул (12), (13) мы получаем 
при V <  О

при I' >  О

(18)

Формулы, аналогичные (17), (18), можно получить и для промежутка 
Oi <  0 <  02- Используя переходные функции (17), (18), с помощью инте­
грала Дюамеля можно вычислить форму прошедшего импульса, если на 
пластину падает импульс давления произвольной формы. Для прямоуголь­
ного импульса в частном случае, при нормальном падении, получаем при

при t' >  Т
f( i ')  =  (e2Z„r/M _  Zcl'fM _j_ (̂ E.T/Zo/iO-O,2) _  . e-2E]t,/ZQh{i-ar-)̂  (2 1 )

Здесь t' =  t — у t c.
На фиг. 4 приведены результаты формы импульса, прошедшего через 

стальную пластину толщиной 0,05 см (кривая 1) и 0,2 см (кривая 2) при 
Т =  10 мксек. На фиг. 5 показана форма импульса для пластмассовой пла­
стины толщиной 1 см при Е =  1010 гсм/сек2; о =  0,4; рг =  1,2 г/см3; 
Т =  20 мксек. Появление резких выбросов в начале и в конце импульса 
(на фиг. 5 они показаны пунктиром, на фиг. 4 из-за весьма малой их ши­
рины они не показаны) объясняется приближенным характером расчета, 
основывающегося на теории топких пластин. Из формулы (16) следует, 
что f (l ' )  =  1  при I' =  0 ; таким образом, но приближенной теории полу­
чается, что в начале импульса должен наблюдаться отрицательный скачок 
давления, т. е. импульс разряжения.

Чтобы пояснить появление выбросов в принятой схеме расчета, заме­
тим, что при симметричных движениях пластины в момент, когда перед­
ний фронт импульса сжатия касается нижней поверхности пластины 
(у =  — h f  2 ), верхняя поверхность (у =  h /  2 ) начинает двигаться па- 
встречу нижней поверхности, т. е. в сторону отрицательных значений у 
(поскольку время распрострапения импульса в самой пластине в принятом 
приближении не учитывается). Поэтому в первый момент времени в верх- 
нем полупространстве образуется волна разряжения. В конце импульса 
напряжение, сжимающее пластину, скачком уменьшается до нуля и пла­
стина стремится восстановить прежнюю толщину. Верхняя поверхность
при этом движется в сторону положительных зпачении у , что сопровож­
дается вторым выбросом в конце импульса. Однако из простых соображе­
ний, приведенных ниже, следует, что при прохождении импульса сжатия 
через пластину произвольной толщины прошедший импульс также должен 
представлять собой импульс сжатия. При точном расчете с учетом конеч­
ного времени прохождения импульса через пластину и многократных отра­
жений внутри пластины, выбросы не возникают.

Формула (6), определяющая коэффициент прохождения звука, дает 
достаточно хорошее приближение лишь в ограниченном диапазоне частот. 
Тем не менее при использовании интегрального преобразования Фурье (2) 
интегрирование но частоте производилось в бесконечных пределах и, та­
ким образом, формула (6) использовалась при очень высоких частотах.

Для того чтобы получить количественный критерий применимости фор­
мул, заметим, что наибольшая часть энергии импульса длительностью Т 
заключена в области частот со <  <o(1)max =  2п IТ.  Формула (6) справед-

t '  <  0

при 0 <  t '  <  1
№  =  о,

/ ( £ ' )  =  1 —  e -2Z Qt'jM  _ _  е -2 Е а '/ гм -о г )%

(19)

( 20)
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лива для пластины при выполнении условия h Хн для изгибных волн * 
условия h для продольных волн, где Яи и Ai — соответственно длины 
изгибных и поперечных волн сжатия в пластине. Эти условия можно пере­
писать в виде

2 л --------
Q)

h
Более жестким является второе условие. Полагая для определенности,

что со должно быть в 2л раз меньше, чем 2 я  1 / Е х 
T i i  р7»

получимсо£>х =  4  X
h

У  —  , где То =  h I С! время пробега импульса на толщине пластины,
r 9i 'to
с* — скорость продольпых волн в материале. Критерий применимости при­

ближенной теории имеет вид неравенства comax >  Т-е. главная часть
спектра должна укладываться в диапазоне частот, при которых справед­
лива (формула (6). Таким образом, мы получаем условие Т >  2лт0; при 
его выполнении неточное представление подынтегральной функции не 
должно существенно сказываться на результате вычисления интеграла. 
При соблюдении указанного неравенства значение интеграла (2) опреде­
ляется вычетами в полюсах, расположенных на комплексной плоскости ы 
в области сравнительно небольших значений | со [, для которых прибли­
женная формула (б) дает удовлетворительную точность. При больших

* I В((о) I ^
значениях со функция I ------  ' - > 0  и высокочастотные области не дают

* со •
существенного вклада в конечный результат.

Отсутствие выбросов в начале и в конце импульса можно показать, 
рассмотрев процесс прохождения импульса через пластину произвольной 
толщины при нормальном падении волны. При нормальном падении коэф­
фициент прохождения звука через пластину не отличается от коэффициен­
та прохождения через жидкий слой. Определив полюса выражепия для 
коэффициента прохождения и использовав спектральный метод, можно 
рассчитать форму прошедшего импульса. Однако в данном случае нагляд­
нее непосредственно рассмотреть последовательные отражения импульса 
от обеих стороп пластины. Прежде всего заметим, что коэффициенты про­
хождения и отражения при нормальном падении звука на границе двух 
полубескоиечпых сред не зависят от частоты звука и являются вещест­
венными числами. Поэтому при переходе через границу спектр импульса 
остается неизменным и форма импульса также не меняется. Это обстоя­
тельство позволяет эффективно использовать метод последовательных от­
ражений.

Пусть на пластину падает импульс сжатия, длительность которого 
меньше, чем длительность распространения волны в пластине (фиг. 6). 
Пусть Л 12 — коэффициент отражения при падении волны из среды 1 на 
среду 2, Bi2 — коэффициент прохождения при падении из среды 1 на сре­
ду 2. Соответственно обозначим через А*\ и Вц аналогичные величины для 
противоположного направления падения. Тогда

. р ^ — pc piCi — рс
А\2 =  ------ ;-----, А 21  ---------- ;------ ,

р/с /  pc  pzCz +  pe

2р iCi
р»с/ +  рс ’

2рс
p;Cz +  рс

где piCi — волновое сопротивление материала пластины. 
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Для определенности примем piCi >  рс (все полученные ниже резуль­
таты сохраняются и при р(с, <  рс). Если положить амплитуду падающего 
импульса равной единице, то в момент t2 (фиг. 6) будут существовать два 
импульса с амплитудами Л12 и В 12. После отражения от второй стороны 
пластины при ргсг >  ос знак импульса меняется па противоположный (мо­
мент к ) ,  поскольку при отражении от акустически менее плотной среды
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A<i 1 < 0  и импульс сжатия превращается в импульс разрешения. После 
отражения от второй стороны (момент U) знак опять изменяется и в 
момент t$ за пластиной появляется второй импульс сжатия с амплитудой 
В\ъВ<1 \А\£  и так далее. Таким образом, после прохождения через пластину 
будет наблюдаться последовательность импульсов, следующих с интерва­
лами To =  2h/c i .  Амплитуда импульсов будет уменьшаться по закопу 
Bi2B2iAi22n, где п  — помер прошедшего импульса.

Предположим, что падающий импульс определяется дельта-функцией 
b(t — у I с ) . Первый импульс придет в точку наблюдения в момент вре­

мени т' =  —  -Н------ ~ . Вводя переменную t' =  t — т' и учитывая соот-
2  ' с

ношение (2 2 ) , последовательность прошедших импульсов можно записать 
в виде ряда.

м п =
4р/С;рС

6(t' - n T o ) .
\  01C1 -1- ос /

(23)
(р/Сг +  р ^ ^ х р / С / Ч -  р с

Для того чтобы получить f{t ')  при падении импульса произвольной 
формы, следует представить /о(О  в виде набора дельта-функций, сдвину-
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тых относительно друг друга на время т
оо

/ о ( 0 = $  6 ( t ' - x ) f 0 ( T ) d x .

—оо

Заменим теперь в формуле (23) величину t' на f  — т, введем множи­
тель /о(т) и проинтегрируем по %. В результате мы получим переходную 
функцию для импульса произвольной формы:

4pjQpc 
(Р(С, +  р с )2 р т - рТ

Р i C i  - f  Р с

Для прямоугольного импульса с длительностью Т >  Г0 прошедшие им­
пульсы частично накладываются друг на друга и сумма импульсов будет 
изображаться ступенчатой кривой (фиг. 7). Наличие ступенек при про­
хождении экспоненциального импульса через пластину при нормальном 
падении показано также в работе [4].

Количество импульсов, наложившихся друг на друга, можно опреде­
лить из неравенства

О <  t' -  пТо <  Т, (25)
поскольку в остальные моменты V амплитуда fo(t' — пТ0) оказывается 
равной пулю.

В период V <  7’, т. е. в период прохождения основного импульса, пра­
вая часть неравенства заведомо выполняется, а из левой части следует, что 
п <  Т /  Т0. Таким образом, для моментов Т <С Т  суммирование в формуле 
(24) следует производить в пределах | 0, E (t '  /  Г о)], где Е  обозначает це­
лую часть числа.

Поскольку в моменты, определенные неравенством (25), исходный им­
пульс будет иметь вид fo(t' — пТ0) =  const, то выражение (24) представ­
ляет собой геометрическую прогрессию. Суммируя ее, находим

/ ( 0 = 1
г < т

№  —  р  с  \21ВД7То)-1] 

Pl°l +  р С /

После прохождения основного импульса в моменты t' >  Т  следует 
учитывать обе части неравенства (25) и пределы суммирования опреде-

•’ - l ) ,  e ( L ) ) .  г
То )  \ Т о / J Суммируя прогрессию, находим

лятся как И
[ * ( * Н ■ [ ■ ( т г Н Н г МW i  — pc' 

Р iCi +  рс
-  1

Из выражения (27) и фиг. 7 видно, что в начале и в конце импульса 
отсутствуют резкие выбросы, показанные па фиг. 3 и 5.

Формулы для тонкой пластины (Г о ^  Т) при нормальном падении вол­
ны могут быть получены из выражений (26) и (27). Действительно при 
pici > рс ступеньки кривой фиг. 7 будут весьма малы и форму импульса 
можно аппроксимировать гладкой кривой, отбросив с этой целью символ Е. 
Выполнив предельный переход р*с* ->- оо, получаем выражение

/ ( « ' ) » 1
* '< Т

совпадающее с первыми двумя членами формулы (13) при 6 =  0. Анало­
гичные преобразования можно провести и в формуле (27). После выпол-
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непия предельного перехода получим выражение

/ ( О » ^  ( ^ 2РСГ/3 /  —  l ) t

г>т

которое совпадает с первым слагаемым формулы (14) при 0 =  0. Таким 
образом, в принятом приближении рici рс учитываются лишь колебания
пластины без изменения ее толщины и не учитываются симметричные дви­
жения.
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