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Рассмотрела дифракция сферической волны на тонкой бесконечной 

пластине, разделяющей однородную и слоисто-неоднородную среды. По­
лучено интегральное представление поля. В частном случае пластины, 
помещенной в однородную среду, исследуется дискретный спектр поля.

Вопрос о дифракции звука на тонких * пластинках уже давно привле­
кает внимание акустиков. Это связано с тем, что только для тонких пла­
стин удается избежать кропотливого математического исследования и по­
лучить обозримые результаты, не прибегая к числепным методам. В то же 
время зачастую аппроксимация реального упругого слоя тонкой пластиной 
бывает допустимой и может послужить основой как для качественного по­
нимания распространения звука в присутствии пластины, так и для коли­
чественной оценки поля.

Как известно, в тонких пластинах могут распространяться волны трех 
типов. Это изгибные волны, возникающие за счет перерезывающих сил, 
действующих на пластину со стороны окружающей среды, продольные 
волны, сопровождающиеся поперечным сжатием пластины и сдвиговые 
волны, поляризованные в плоскости пластины. Последние нас не будут ин­
тересовать, как не участвующие в процессе передачи звука пластиной.

Уравнение для смещений поверхности пластины в продольной волне 
было выведено в работе [1]. (Название «продольная» отражает тот факт, 
что в этой волне вектор деформации для точек, лежащих посредине тол­
щины пластины, коллипеареи направлению распространения волны.) Там 
же рассматривался вопрос о прохождении плоской гармонической волны 
через пластину, погруженную в жидкость.

В работе [2] рассмотрено отражение сферической волны от тонкой пла­
стины, покрывающей свободную поверхность жидкости. При этом счита­
лось, что пластина не испытывает поперечного сжатия. Это позволило ав­
тору но рассматривать продольных волн в пластине и упростить исследо­
вание дисперсионного уравнения. Такое же упрощение было сделано ранее 
в работе [3], где исследовалось прохождение сферической волны через 
тонкую бесконечную пластину в однородной среде. Ниже рассматривается 
дифракция сферической волны на пластине, разделяющей две среды. Та­
кая постаншша задачи неизбежно требует учета обоих видов движений 
пластины, для описания изгибных волн использовано видоизмененное 
уравнение Тимошенко — Миндлина, что позволило значительно поднять 
верхнюю грапицу допустимых частот.

Предполагая одну из сред однородной, а другую — слоисто-неоднород­
ной, мы получаем интегральное представление поля, создаваемого точеч­
ным источником. Далее рассматривается случай пластины, помещенной в 
однородную среду (симметричный случай). При изучении дискретного 
спектра поля, представленного суммой пормальных волн, показано, что в 
системе пластина — среда существует «продольная» пространственная нор­

* Топкой считается пластина, толщина которой много меньше длины упругих 
волн в материале пластины.
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мальная волна, обладающая специфическими свойствами, а также «пзгиб- 
ные» пространственные волны; последних может быть две. Существует 
также «скользящая» нормальная волна — аналог одной из двух воли, рас­
пространяющихся вдоль границы жидкого и твердого полупространств [4].

Пусть точечный гармопичеекпй источник звука нулевого порядка *, по­
мещен в точке (0, 0, z0) над пластиной (фиг. 1). Параметры верхней сре­
ды pi, Ci, нижней — р2, сг; С2, вообще гово­
ря,— функция z, что охватывает, напри­
мер, случай звукового канала. Пластину 
толщиной 2а с плотностью ро мы в даль­
нейшем будем считать тонкой.

Потенциалы скоростей ф1,2 соответст­
венно в верхней и нижней среде удовлет­
воряют волновому уравнению

[V2 + А-)22]ф1,2 =  —4n6(z)5(!/)S(z — z0), 
k i}2 =  co/c)i2, /с2(0) <  k h (1)

условию излучения при бесконечном удалении от источника, а также ус­
ловию контакта на поверхности пластины:

=  ш и ( —а), ( 2 );
2—- а

<9<pi . , . <%>----  =  /ош (а), ——
dz г=я к h  dz

где и — вертикальное смещение поверхности пластины. Оно состоит из 
двух слагаемых: и =  и -  +  где — вертикальная составляющая сме­
щения поверхности пластины в продольной волне, удовлетворяющей из­
вестному из работы [1] уравнению

а
[VV -  h J \ u_ =  =F — [Vxv1 +  (1 -  aiz)k J \P s, (3)

a u~  — соответственная составляющая в изгибной волпе, удовлетворяющая 
уравнению

|  +  V "j2 ] } U~  =  [1 _ a2 > c2 V l',,2 l2Pa ’  ( 4 )

которое получается из уравнения Тимошенко — Мин длина [5] в предпо­
ложении к-а<^ 1. Знаки =F в формуле (3) относятся к верхней (ппжней)

. ' . д1 тт _
границе пластины; под VХу2 понимается оператор "^ 2  Парамет-

/  7 о) \  а Дры с_( /с_ =  —  , ст 1 =  —------- , =   ------- - =  Ро С -  — соответствен-
1 \ С2_ /  1 — а 1 — or
по скорость (волновое число) продольных волн, коэффициент Пуассона, 
модуль Юнга для свободной тонкой пластины; то =  2роа — масса единич­
ной площади пластины, D =  2/zEia3 — ее цилиндрическая жесткость; 
у? =  (2/з) (1 +  Qi /  02) , причем О2 является положительным корней; уравне­
ния 4У(1 — 02) [1 — (1 — ai)02 /2 ]  =  (2 — О2) 2, по модулю меньшим 1, и 
имеет смысл отношения скорости рэлеевской волны к скорости сдвиговой 
волны в материале пластины. Как можно показать, 02 =  1 — 6o +  0(<V), 
где 60 =  [4(1 +  26i) I ' 1 <  Ча.

Выражения Рн и Ра — не что иное, как симметричная (соответственно 
антисимметричная) составляющая сил поля, действующих на пластину. 
Их легко выразить через потенциалы 

2Ра =  Hi)[pjcpi(а) — р2<рг(—a)]f 2Ps =  —ia>[piq>i(a) +  Р2Ф2(— а)]. (5)

* Вблизи источника звуковой потенциал имеет вид
' 1 ---------------

cf, =  —  eikin, где R =  f r2 +(z  — z0)2, г2 =  хг +  у2.
Л
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Будем искать <pi в виде <f i При помощи преобразова-

пия Фурье — Бесселя система уравнений (1), (3), (4) с граничными ус­
ловиями (2) и (5) легко решается. В результате для потенциалов ф / и ф2 
получим следующее интегральное представление:

Ф1' =  -i- J е 'и(2-1-г„-2а, |/ / /0(1) I d l

Го
а

Ф2 - i s Ф(1,2) WIIoW (gr) ela<«-»>6
2 ^  Ф (|, а) а

/ с / 2 \
Здесь Ф (|, z) — решение уравнения ( —̂ 7  +  р2у Ф =  0, имеющее

(6)

( 7 )

смысл

уходящей волны при z->---- 00; функции а =  ук{2 — £2 п р =  Ук22 — I 2
определены согласно фиг. 2 , где римскими цифрами обозначены номера 
квадрантов значений а и р на верхнем листе 4-листной римановой поверх­
ности, а разрезы проведены волнистыми линиями; контур Го изображен 
на фиг. 2; V и W  — соответственно коэффициенты отражения и прозрач­
ности для плоской волны, падающей сверху па пластину, равные

V =

W  =  4

(2Z_ — -f- Z2) ( 2 — Zj Z2) — (Z\ -j- Z2)2
(2Z_ +  Zi +  ̂ 2) (2Zjr*s +  +  Z2) (Zt Z2)2
pi (Z_ —  ZrsS)Z2
P2 (2Z_ +  Z , +  Z2) (2Z~ +  Zt  -I- Z2) -  (Zt -  Z2)2 ’

(8)

(9)

/  I дФ \
где Zi =  Pico/a n Z 2 =  — ip*v[ Ф ' — ) — нормальные импеданцы в

d z  7

верхней и нижней средах на границе с пластиной; Z_ и Z^, как и в рабо­
те [ 1 ], имеют смысл импеданцев пластины, соответствующих продольным 
л изгибиым волнам. Они равны отношению симметричной (антисиммет­
ричной) составляющей давления, действующего на пластину, к вертикаль­
ной составляющей скорости симметричного (антисимметричного) смеще­
ния пластины. При этом

Z_ =  i.рос- ! - ( £ / / < _ ) 2

Z~ =  —/р0с_е

в 1 -  сп2 -  (1 /* -)2
.2

+  3  ( s /  > l + y . 2 fi2 ( | / A _ ) 2
] s  —гр0с-е 5 ( |) .

(10)

( 11)

-Здесь е =  к-а  — , но предположению, малый параметр: е ^  erp<  ̂1.
Нас будет интересовать асимптотическое поведение ф / и ф2 на больших 

расстояниях от излучателя.
Пусть pi =  р2 =  Р , С[ =  С2 =  с, Zj =  Z2 =  Z =  pco/a (симметрич­

ный случай). Тогда коэффициенты отражения и прозрачности принимают 
-вид

Z_Z~ -  Z2 

(Z - +  Z ) ( Z „ + Z )  '
(Z__-Z~)Z  

(Z_ +  Z) ( Z„  +  Z) 1

а их свойства для различных значений Z, Z_ и Z „  изучены в работе [1]. 
Функция Ф(§, z) в данном случае равна e~iaz. Заменяя в формулах (6) и
(7) функцию Ганкеля ее асимптотическим значением, находим, что при 
большом удалении от источника подынтегральное выражение в (6) и (7 )
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есть произведение медленно изменяющейся функции на ехр //?'(« sin хо +
4- g cos хо), где Хо =  arccos r / R \  R ' =  Уг2 -f  Я 2, a H  =  zo + 1 z | — 2a. Точ­
кой перевала является go =  к cosxo. Деформируем Го в перевальный кон­
тур Г|, определяемый формулой

iR '(a sin  хо +  £ cosxo) =  ikR ' — s2, — оо <  s <  + оо  (12)

и изображенный на фиг. 3. При этом поля ф /, ф2 представляются в виде 
суммы из интеграла по пере­
вальному контуру (непрерыв­
ный спектр) и нормальных 
волн, соответствующих выче­
там в полюсах функции V и 
W , затронутых при деформа­
ции Го в Г\.

Константы распростране­
ния нормальных волн явля­
ются корнями уравнений 
Z ^  +  Z  =  О и  Z .  +  Z  =  О 
или уравнений

£ ( £ ) = - * — 4 - .  (13)

П (|) =  *

a m te 
А- е
а т ,

(14)

где П и  S  определены из фор­
мул (10) и (11), am i =  ро/р.
При этом нас будут интересо­
вать лишь вещественные пли 
«почти веществеппые» корни 
с малой мнимой частью. Рас­
смотрим уравнение (13). По­
скольку оно четно относи­
тельно g, то ограничимся его 
анализом для Re g >  0. Урав­
нение (13), очевидно, может 
иметь вещественные корпи только в области Re g >  max (к, к~) =  Л/, где 
к ~ — положительный корень уравнения S  (g) =  0, равный

к ~  =  3 ',А?гхкк- 1 +  ^ ± Д  « +  О («■) 
1 4УЗ

В самом деле, на интервале (М, оо), в котором а =  у | а | , левая часть (13) 
монотонно убывает от S  (М) до —оо, а правая — монотонно возрастает от 
—к -  /  \ а(М)  | д о  0. Так как S (М) >  — А_/ \а(М)  \tti\e, в  области g >  к 
существует в точности один вещественный корень уравнения (13). 

Остановимся на трех случаях.
1. Предположим, гп\г достаточно велико. Тогда правая часть в уравне­

нии (13) мала и можно будет применить метод последовательных прибли­
жений, принимая в качестве исходных корни уравнения aS =  0. В резуль­

тате при к~  >  к  получим^* =  к~  1 — ( гА_ / к^тщга —  )
\  1 dl '  l=k

чае к~  <  к добавляется еще корень =  к[1 +  {/2( к - 1 k m {eS( k ) ) 2\:
при этом g ~  приобретает небольшую мнимую часть. Чтобы приближенно 
было хорошим, достаточно предположить \к -  / m \ea(k~) |<^ 1 и

. В слу-

563



\ k - /  kmieS(k)  | 2<§ 1, что выполняется, если пластина помещена в среду 
со сравнительно малой плотностью и к ~ ф к .  Если же к~  =  /с, то % ^  
и § нужно заменить на

gi? =  к  [ l  +  е1! ^  ( к_  I dS  N ''
I I

4 ) L  1

X2)
s'**/

что следует из разложения обеих частей (13) по степеням (J- — Мы 
выписали здесь только те корни, которые могут задеваться при деформа­
ции Го в Г].

2. Пусть теперь пластина очень тонка (m ie->-0). Тогда уравнение (13) 
может иметь только большие по модулю корни. Полагая S(%) ж

~  —е2/ 2 ( Ц к - ) \  а(%) ~  и
подставляя эти асимптотики в фор- 
мулу (13), получим в качестве гру­
бого приближения =
=  /с_(3 /  m i),/5e”:/s. Уточняя это 
значение, найдем

t<?) -° U  I 3 /  7711 \ V‘ I| -  = t ~ { l + T ( T j  €'■ +

+  0 (е ,/() } .
Для того, чтобы корень лежал па верхнем листе, необходимо выполнение
неравенства >  к. Это приводит к условию е <  ( f c - /&)5/®(3 /  mi)'A, ко­
нечно, в рамках общего требования е ^  бгр.

Уравнение (13) имеет также комплексные корни с большой мнимой 
частью. Им соответствуют быстро затухающие («местные») нормальные 
волны, которыми мы пренебрегаем.

3. Для произвольных т.\ и е ^  егр уравнение (13) придется решать 
численно. При этом мы получим, как было показано, единственный ве­
щественный корень. Обозначим его через После того как найдены кон­
станты распространения, определив вычеты в полюсах, получим и сами 
нормальные волпьт. Ими будут

где ап =  а ( | ^ )), знак ±  относится к области z ^  0, а — соответствую­
щее собственное значение. В случае 1 — тг =  1, если к ~  >  к и п —  1,2,  
если к ~  <  к. В случае 2 — ?г =  3, в случае 3 — п =  4. Назовем эти вол­
ны «изгибными», так как они связаны с изгибными колебаниями пла­
стины.

Нормальная волна существует, если при деформации Го в Ti мы пере­
сечем соответствующий полюс функций V (£) и T'T(g). Пользуясь форму­
лой (12) и помещая , п =  1, 2, 3, 4 на этот контур, мы получим сле­
дующие условия «захвата»:

(О
Х~

( arccos к/к /х/7
I arccos к~ /ку

к ~  >  к, 
к~  <  к ,

( г с )

Х~ <  arccos к! (ГС) 

~  , п =  2, 3, 4.
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Здесь х ~  — угол скольжения луча, вышедшего из источника и порождаю­
щего граничные отраженный и преломленный лучи, в пространстве меж­
ду которыми существует соответственная нормальная волна (заштрихован­
ная область на фиг. 4). Заметим, что х*п ~  к ~ /  km izS(k)  1.

Волна ф!1} (для к~  >  к) распространяется со скоростью, несколько 
меньшей скорости изгибиой волны в пластине. В силу своей «медленности» 
эта волна быстро затухает с удалением от пластины. В случае <  к 
волна Ф~ относится к классу «вытекающих» (leaky waves) [6]. При этом 

располагается в области 0 <  Re £ <  /с, Im 2* >  0. В этой области
а =  а' +  ш", а" <  0, а значит, ф~ затухает по г и экспоненциально ра­
стет при удалении от пластины, вплоть до максимального зпаченНя, отве­
чающего y<? =  arccos / к .  В дальнейшем ноле быстро спадает до нуля.

/ ? \

Волна ф~ , существующая при к ~  <  к , распространяется со скоро­
стью, почти равной скорости звука в среде («скользящая» волна) и экспо­
ненциально (но очень медленно) убывает с ростом |z |.

Изучим теперь уравнение (14). В силу четности по £ его достаточно 
рассмотреть лишь в области Re £ >  0. Уравнение (14), очевидно, может 
иметь вещественные корни только в области Re |  >  к. Действительно, 
предполагая к >  Ar_*|/1 — ai2, что выполняется в большинстве практических 
случаев, найдем, что в интервале (/с, оо) левая часть уравнения (14) моно­
тонно возрастает от П(&) до 1, а правая — монотонно убывает от оо до 0. 
Это указывает на присутствие единственного вещественного корпя урав­
нения (14) *.

Так как обычно в /  т { 1, то естественно искать корни уравнения (14), 
выбирая в качестве исходных корни уравнения аП =  0. Они равны |  =  к-  
и £ =  к. Уточняя, найдем

О) к-1  1
i /с-оч2 в fe-Pi \2Г 2 _  Oi* /  k - o i

2а-а-  т i 2 + \ ( X -

V

(2)

(16)

(17)

где а_ =  а (к -), С\ =  1 +  kJ*oi /2а_2. Здесь вновь выписаны корни лишь 
тех нормальных волп, которые в принципе могут быть захвачены. Усло­
виями захвата этих нормальных волн при деформации Го в Г3 будут

х1 « <  arccosk jk ,  л ? - < ( т £ п к ) *

Заметим, что обычно к~<Щ /с, mi >  1, а следовательно, х ^  1.

Нормальные волны, соответствующие значениям gi1' и назовем

«продольными», так как они связаны с продольными волнами в пластине. 
Их полный вид следующий:

* - V W r

п (0.-г  — +*а, (*о+| г |-*e)+iVjr a te 4 1 X

X [ l  +  i m-i a i3
8 (0A-&

(18)

* При к <  к_у\ — оi2 мы получили бы еще один вещественный корень.
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«i имеем оценкуЗдесь (Xj =  а (£»*). Заметим, что а2

k - ? O i  /t'-Oi3
Где С г=  1 +  — _  +  _ _ ( ^ - 2 А : _ = ) .

Очевидно, <р— является затухающей но г и возрастает по мере удаления 
от пластины, т. е. принадлежит к классу «вытекающих».

Волна <р~) , так же как и q>i? , — «скользящая». Название обусловлено 
тем, что такие волны инициируются плоскими волнами (входящими в со­
став сферической волны), которые падают иа пластину скользящим 
образом. Напомним, что скользящая и вытекающая волны возника­
ют на границе жидкого и твердого полупространств [4, § 4.6].

Таким образом, в случае пластины, находящейся в однородной среде, 
дискретная часть ноля представлена продольными и изгибными волнами. 
Продольпых воли две. Число изгибных волн, как было показано, опреде­

ляется параметрами задачи. Поля и следует учитывать лишь

при малых углах скольжения.
В заключение сделаем одно замечание. Как уже упоминалось, пласти­

на считается тонкой, если е ^  е,р 1. Однако параметр е не может быть 
и слишком мал. Действительно, линейные уравнения (3) и (4) описывают 
лишь малые колебания пластины. Другими словами, должно выполняться 
неравенство | и (—а) /  2а \ ^  у  1, где п(—а) определяется из (2). На­
пример, для случаи однородной среды получим

оо
ь* ^  (2с_у)-1  ̂ \ W gia(zo-a)/y (£г) £ .

о
Учитывая, что W  =  1 +  О (г) и вычисляя интеграл, получим

* -> ( 2c_y ) -• 1 ч ~ а 1 п + т <

где Н — расстояние от источника до точки наблюдения, взятой на поверх­
ности пластины. Если пластина целиком находится в волновой зоне, то

к
(2 (2c-Y) -1

z0 — a — Emin-

Таким образом, для применимости теории достаточно выполнения нера­
венства 8mm ^  е ^  егр.

В заключение автор выражает признательность Л. М. Бреховских за 
постановку темы и руководство данной работой.

ЛИТЕРАТУРА
1. Л. М. Л нм шов.  Отражение звука тонкими пластинками и оболочками в жид­

кости. М., Изд-во АН СССР, 1955, 7-17.
2. В. И. К р а с и л  ь и и к о в. Влияние тонкого упругого слоя на распространение

звука в жидком полупространстве. Акуст. ж., 1960, 6, 2, 220—228.
3. G. L. L a in Ь. The transmission of a spherical sound wave through a thin elastic pla­

te. Ann. Phys., 1957, 1, 3, 232—246.
4. Л. M. Б р е х о в е  к и x. Волны в слоистых средах. М., Изд-во АН СССР, 1957, 38—

43.
5. R. М i n d 1 i n. Influence of rotatory inertia and shear on flexural motion of isotropic

elastic plates. J. Appl. Mech., 1951, 18. 31—38.
6. N. M a r c u v i t z .  On field representation in terms of leakv modes or eigcnmodcs.

Trans. IRE, 1956, AP-4, 3, 192-194.
Акустический институт ATT СССР Поступила в редакцию

Москва 2 поября 1969 г.


