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На основе уравнений теории упругости и законов пьезоэффекта про­
изводится расчет режима излучения бесконечно длинного цилиндричес­
кого пьезокерамического преобразователя с произвольной толщиной стен­
ки, совершающего радиально-симметричные колебания. Приводятся точ­
ная эквивалентная схема преобразователя и схемы первого и второго 
приближений. Сравниваются частотные характеристики, рассчитанные 
по точным и приближенным формулам.

/
Для широко применяемых на практике цилиндрических пьезокерами­

ческих преобразователей существуют приближенные методы расчета [1], 
основанные на теории колебаний тонких оболочек и использовании соот­
ветствующих им приближенных эквивалентных схем.

Представляв! определенный интерес исследовать основные характери­
стики цилиндрических излучателей с позиций точных уравнений теории 
упругости и законов пьезоэффекта. Подобное рассмотрение может дать 
основу для расчета и проектирования цилиндрических излучателей с отно­
сительно большой толщиной стенки и может позволить оценить погреш­
ности, допускаемые при приближенном расчете.

Б качестве модели излучателя примем бесконечно длинный цилиндр, 
совершающий радиальные осесимметричные колебания. Поляризацию 
пьезокерамики для определенности будем считать радиальной. Входной 
удельный импедаиц среды, в которую происходит излучение, предполагаем 
известным и равным Z,,. Задача состоит в определении упругого смещения 
и электрического тока, протекающего через преобразователь при возбуж­
дении его переменным электрическим напряжением U. Учитывая симмет­
рию задачи, введем цилиндрические координаты 9, z, г и припишем им со­
ответственно номера 1, 2, 3. Поскольку упругое смещение характеризуется 
одной радиальной компонентой уравнение движения имеет вид

d2us  дозз . О зг— <Тц
Р - ^  =  г_Г "  + ------------- - 1d t1 д г  г

где р — плотность, щ — радиальное смещение, t — время, а к  — упругие 
напряжения.

Для упругих напряжений и электрической индукции имеем выражения:

duz иг
Dz =  е3з#з +  4яезз —-----Ь 4яе31 —дг г
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Здесь ah — упругие постоянные при постоянном электрическом поле, eik — 
пьезоконстанты, Е  — напряженность электрического поля, D — электриче­
ская индукция, £тп — диэлектрическая проницаемость при постоянной де­
формации. Используя условие отсутствия свободных зарядов в пьезоэлек-

ь >
трике и учитывая, что jE3dr=U,  можно найти выражение для ыапря-

' а
женности электрического поля:

Е3 —
U 4ne,i3 dus in e 3i и3 4ле33

r l a b / a  езз dr езз г г33г In b/a
(w-з I Ь — Из | а) "Ь

+
4яе31 г и3

езз г  In b/a J г
\ ± d r . (3)

где и  и b — соответственно внутренний и наружный радиусы цилиндра. 
Режим колебаний считаем гармоническим (еш ). Подставляя выражение
(3) в формулы (2) и получившиеся результаты в уравнение (1), найдем

d2u$ , 1 duo
dr2

1 dus . / 72 v z \
Г *  +  Г ~ * ) в , =

(4)
U 4яеззе3,

- ( 1 — 1 \ 4jTe3t2 f аз i .
CsPr2 In b/a с^гззг2 In b/a Us ь Из ° Сзз з̂з?-2 In b/a  J r

где к — со /с ,  с — Усзз° I p, c33D =  e33 +  4ле3з2 /  e33, сц° =  cn +  4ле3,2 /  e33, 
д,2 — c,ad /  c33D.

Интегро-дифференциалыюе уравнение (4) сводится к дифференциаль­
ному уравнению. Основываясь на соотношенхшх

icoDa =  4л] о /  =  /  о | а • 2 па, (5)

хде /о — плотность электрического тока, j  — ток, протекающий через ци­
линдр единичной длины, и, используя носледнее, из уравнений (2) полу­
чим

. п  Т, , . 2лезз . , , . . . с из
,  =  шС,и +  I» - » » I. )  +  < * > J -  *■In b/a

.  2 л £ з 1 _  г  и 3

Ь/а (6)

Здесь Со =  езз / 21п Ь / а  — электрическая емкость ньезокерамического ци­
линдра единичной длины. Сравнивая правую часть уравнения (4) с выра­
жением (6), найдем

сРа3 1 du.I 1 du3 / У* \ D
Ч------- j---- b ( к2-----—) из — — ,г dr \  г2 /  г2dr2

(7)

где D -  —
£31 /

------- 7ГЯ, <1 =  —
£ЗЗСЗЗВ Ht)

— заряд на единицу длины цилиндра,

Общее решение уравнения (7) имеет вид
jiD

щ = [ а - ^ Р Л х ) ] 1Л х ) +  [ в ^ Р Л х ) ] Nv(x ), 

где Л, В  — постоянные интегрирования, х =  кг,

х а =  ка, F 2( x ) = ] ^ d t
^ Л* ^

(8)
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Найдем выражение для компоненты напряжений озз- Используя соот­
ношения (2 ) и (8) , получим

F2(xb)

— Yi

где

o -33 =(o z|^  [ f i ( x )  —  y2 ■ 1 *Ь — Yi ['Хъ'^ а - j  +  В / 2(х) —  у2 ^

N (x b, x a) 1 , л Г ™  , ч , Ф«(ая») , C i ( x b) 1 esSU  l y
- — \  +  ^ [ D C 2(x)  +  y 2D — -  +  y [ —

f l ( x )  =  l y - l  (^ )  8   ̂, fe(x) =  N y-i(x )  — 8  -  ^  ^

(9)

a: x
Ci$D 4лез1бзз

e =  v ---------, Ci3d =  ci3 +
cz>P езз

, Ф ц(х)  =  Ф1 { х ) - Ф г { * ) ,

® i( x ) = J ^ F 2( № ,  Ф2( * ) = } ^ F i d ) d l ,

I  {Xb, %a) — I \ ( X b )  I v ( X a ) ,  N ( X b y  X a ) — /Vv(#ft) v(xa),

Ci И  = l y ( x ) F 2 ( x )  - N v {x ) F %(x ) 9 C 2 ( x )  = F l ( x ) f 2 ( x )  - F 2 { x ) f i ( z ) f

4лезз2 ' 4лезз^з1
Yi = » Y2 ==

633̂ 33°  In b/a  “ 8ззСзз° In 6/ a
, x b =  kby z =  pc.

Положим, что пьезокерамический излучатель нагружен при г =  Ь на 
удельный имледанц ZH, а при г =  а поверхность цилиндра является сво­
бодной. Тогда для определения А к В  в формулах (8) и (9) имеем следую­
щие граничные условия:

о'зз | г=а == 0, азз | г=ь =  icoZ^Uz, (10)

Подстановка выражений (8) и (9) в граничные условия позволяет полу­
чить систему двух алгебраических уравнений, решая которую можно найти 
постоянные А  и В. Подставляя далее найденные значения А  и В  в выраже­
ние (8) и последнее в формулу для тока (6), найдем

. Г7 a±z +  ia iZn
j  —  m U ------, (И)d3Z -(- idbZa

где a i =  C0C4, a2 =  CqCq (хь)

a3 =  Ci — ̂ г у 3[С2(хъ)С3(ха)-\-Фп (хь)С,^ — Yi [ -  --- Съ^  .1 _
Z  L л ь  X a  J

-  Ye { ~ [ C , ( X b ) C s ( X a )  -  Ci (xb)C, 1 }  , 
l  X h  X n  Z  J ) .

«4 =  Съ(хъ)---;7з[Ф12(я&)Сб(:Еб) —  Ci (хь)С3(ха) ] +  Yi---—
Z  . x a

+ y zC i(x b) | —--------2"[^б(^ь) Cs(a:a) ] j - ,

Сз(х) — f i (x )F i (xb) — f i (x )F i (x b), Ci =  U(xa)U(xb) — fzixa) — f \ (xb), 

Сь (x) =  fl (x) N  (хь, Х а )  — / 2 (x) I  (xb, X a )  , C6( x ) = f l  (xa) Nv (x) — f2(xa) Iv (x) , 

c 7(x) =  Jv(x ) iVv(Xb) — N v(x) /v (xb) , Y3 =  4яе312 / e33c33D 1n b  /а.
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Радиальное смещение внутри пьезокерамического цилиндра на основании 
формулы (8) выражается в виде

и$(х) =  U {Ло/у(^) +  5 0Лгу(л:)+ Г ( ----- -— +  М # ) +
1 LV 1 7 (12) 

/  пЯо п / ч . О \  лг / ч 1 aiZ +  fcaZs 1I— /ЗД +  в,)лГ,(х)] )

где

+ \  2 (I3Z -f- iuJZa
D 2eziD0 =  —  = -----— , A0=  ai
q £ззСзз° xax bA

LiXa — Ь$хъ LJ-Ub — L qL^
B0 =  at ----------- ------ , A 1 = --------- ---------

B i =

X a X b A

LsL i L 5L 3

A
, A =  LiL/ь LiLz,

r * , v I(*b,Xa) Fl(Xb) 
L l = f l ( X a )  —  y i ---------------- y 2

X a

т x / ч N ( X b , X a )
L 2 =  f z ( x a) —  y i ----------------- Y2

Xa
Fz(Xb)

Xa Xa
r t /„ \ I(Xb,xa) Fi(Xb) , . Za T 4
£3 =  fi(Xb) — Yi------- Y2----- h i-- Iv(Xb),

X b  X b  2

N(a:6,a;a) F2(xb) . ZH
<£4 == /2 {x b) Yt--------------- Y2------------ h 1------Nv (xb),

x b Xb  2

аг r

L e = a 2ĵ Yi

Z-5 = -[Yl̂ l ixb) +  Y2(l>12 (Xb) ] ,Xa
Ci(xb) , Ф12

ai  =

+  Y2 Xb
-f- C2 (#&) i ----- C\ (х ь ) 1 ,

z  J
€33

c33d In b/a
. a 2 =

лез  i

Сзз°езз

Формулы (И ) и (12) являются окончательными для рассматриваемой за­
дачи. Первая из них позволяет построить точную эквивалентную схему,

определить входное электрическое сопротивление Zbn =  -у- и рассчитать 

потребляемую электрическую мощность W 9Jl =  Re f / / \  Вторая — позво-
и

ляет получить смещение на нагруженной поверхности цилиндрического из­
лучателя и вычислить удельную мощность акустического излучепия

^ а к  =  - ^ ( й 2\из(хь) | 2ReZ„ j . Эквивалентная схема, соответствующая
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формуле (11), приведена на фиг. 1. Сопротивления на этой схеме имеют
следующие значения:

1шС0
Z> =  — 1 VZ3= - i z  V

icoCo

Z/t =  — iz

Zq =  iz

3̂1̂ 33 Ci(Xb)

У Сь(хь) 
e u 2 Cz {xa)Ci(Xb)

Zb =  iz

e3i2 Ф12(*ь) 

n y  ХаСб(Хь)

, Z-t =  iz

2езз2 C ^ x a )  ’

У Съ(хь) 

e31̂ 33 Cl (Xb)Cb(Xa)

v пУ x *c *(x b) r7  Ck
Z/Z =  IZ  — --------------- — —   ;—  , —  —  IZ

2 e3ie3s Ci(xb) Co(xb) n2 ’ Zio —
Z n
TV

Здесь
b \ 2(bf)

y  =

y C V 4 * & )  l  л  L\ X b  xa /  X a  JyC<?(x b)

Gsi2 \Cz{xa) С3 (хь)Съ(хъ) C3 (xa)Ci (xb)C^\
— 3̂1 3̂3[Сз(хь)Сс>(ха)Св(хь) Ci (хь)Сь(ха)С/1] +

+
2 ^ 3 1 6 3 3  г  (  Cz (xa) C3 (xb)?[( X f , X a

j  Ce(xb) +
C i ( x b)Cb

xa ]} • (13)

Аналогичным образом может быть рассмотрена задача для других видов 
поляризации пьезокерамики (тангенциальной, осевой) и при иных гранич­
ных условиях, например, когда излучатель состоит из совокупности колец, 
не связанных жестко между собой торцами; в этом случае условие uz =  О 
заменяется на о« =  0.

Полученные выше формулы (И ) и (12), справедливые для любой тол­
щины стенки излучателя, имеют довольно сложный вид. В связи с этим 
представляет интерес получение более простых приближенных формул. 
Ограничимся рассмотрением работы излучателя в области радиального ре­
зонанса. Полагая волновую толщину стенки цилиндра х-0 — х а= к (Ь  — а) =  
=  кат малой по сравнению с единицей и разлагая цилиндрические функ­
ции в степенные ряды в окрестности точки ха, можно получить прибли­
женные выражения. Например, для удельной акустической мощности в 
первом приближении имеем

W  =
UmW X и А.

_  /  <0 \ «  п<_______I  п0> 1

L  \ С0 а /  Ю аСорСТ  рСТСОа j

Ун© I 2 . Г ХнСО -*2
+  IL рстсоо ]

(14)

Здесь Zn =  +  iYH — удельный акустический импеданц внешней на­

грузки; С 0 = Сзз
"27

электрическая емкость цилиндра единичной длины;

езз* — взз +
4леяР

' сзз
; со£

1 г /  (cisD) 2 \  /  l ' /2 
— [ с̂и ~~ “ — ^  J /  P J “  антирезонансная ча­

стота.

п =  У - ( е 31 - -  —  е Л  , A z =
r a \  c 33 I

(  C l s  \I 6 3 1  ----- 3̂3 )
\  c 33 /
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На фиг. 2 приведены для сравнения частотные характеристики удельной 
акустической мощности, рассчитанные по точным формулам (сплошные 
кривые) и по приближенной формуле (14) (пунктирные кривые). Преобра­
зователь предполагается выполненным из пьезокерамики титаната ба­
рия III состава; внешняя среда — вода. Мощность излучения дана в отно­
сительном масштабе W / W 0i где W q =  e3z2Um2/  2za. Нумерация кривых

О 0,4 0,8 /,2 /,8 2,0
х

соответствует относительным толщи­
нам пьезокерамики т: .7 — т =  0,05; 
2 — т =  0,1; 3 — т =  0,2. Видно, что 
заметную погрешность расчеты по 
формуле первого приближения дают 
лишь для относительно толстостен­
ных цилиндров. Для первого прибли­
жения эквивалентная схема преобра-

Фиг. 2 Фиг. 3

зователя существенно упрощается (см. фиг. 3). Значения сопротивлений 
на схеме определяются следующими формулами:

7j'i =  i
(0<V

7$ =  ico pax,

Реактивное сопротивление Z2 учитывает влияние прямого пьезоэффекта.
Во втором приближении эквивалентная схема имеет такой же вид, как 

и точная схема, представленная па фиг. 1. Значения параметров эквива­
лентной схемы во втором приближении следующие:

(2)

3 —

ш С 0 ’ 
i3zc

Z9 =  i
coCr

е312лы (т+т)-
Z<2,=

IZC

Л  (0 ^ 3 1 ^ 3 3

г**—  -  i

у  (2)

zc

IZC

2лазезз2

moe3l‘
( ± + л + 1
\  т  2 ^ 2 - * ) •

z<2)=
IZC

у (2)z,g =

ЛОЗвз^зз
izc

f  1 /  1 , 1 \  _  V2 — Xq2 -1
I v - e l  т +  2 /  +  2(v2 — x02) J ’

e

лсое31езз

Г , /  V I х  or V-
l^ i — ( v - e ) T -  ( — — — - — +

2 2 n

y(2)^9

(16)
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- *■ (l  -  Щ - 1' ) ■-<v - b)iЧ1+(If ^  - *) *]
a?o =  V (2 v  — e )e .

Р ассм отрен н ы е схем ы  1-го и  2-го п р и б л и ж ен и й  я в л я ю тся  сп раведли вы м и  
д л я  р аб оты  ц или н дри ческого  п р ео б р азо в ател я  вбли зи  н и зкочастотн ого  р а ­
ди альн о го  кон турн ого  резон ан са . О б щ ая  ж е  эл ек тр о м ех ан и ч еск ая  схем а, 
п р ед став л ен н ая  н а  ф и г. 1, о п и сы вает  рад и ал ьн о-си м м етри чн ы е ко л еб ан и я  
п ьезокерам и ческого  ц и л и н д р а  во всем  д и ап азо н е  частот. В  св язи  с этим  
эк в и в а л е н т н а я  схем а, и зо б р а ж ен н ая  н а  ф и г. 1, п о зв о л я ет  т а к ж е  п олучи ть  
п р и б л и ж ен н ы е  зн ач ен и я  ее п ар ам етр о в , сп р авед л и вы е в области  первого, 
второго  и  т. д. тол щ и н н ы х  резон ан сов  п ьезокерам и ческого  ц и ли н дра .
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