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Выведены выражения для скалярного и векторного потенциалов в 
поле цилиндра, осциллирующего и пульсирующего в вязкой среде. Пока­
зало, что на расстояниях, равных сравнительпо небольшому кратному 
толщины вязкого пограничного слоя, звуковое поле осциллирующего ци­
линдра потенциально. Найдены выражения для энергии, отраженной и 
поглощенной свободным цилиндром в вязкой среде. Подробно рассмотрен 
случай, когда толщина вязкого пограничного слоя мала и велика по срав­
нению с  радиусом цилиндра. Результаты, полученные для одного ци­
линдра, распространены на вязкую среду с заданной концентрацией ци­
линдров. Приведены результаты численных расчетов.

Пусть цилиндр бесконечной длины радиуса а  совершает малые колеба­
ния с единичной скоростью по закону exp (— i w t )  в безграничной вязкой 
среде с плотностью р и кинематической вязкостью у .  Зафиксируем положе­
ние цилиндра в цилиндрической системе координат г, 0 , 2 , как это пока­
зано на фиг. 1 .

Звуковое поле, создаваемое колеблющимся цилиндром, описывается 
волновыми уравнениями потенциала скоростей <р и векторного потенциала 
вихрей Ф:

(Д +  =  0, (Д +  №) Ф =  0, (1)
где

к 2 =
(O'

k 2 =  m / v ,
с 2 [ 1 - ( 4/ з ) ш у / с 2 ]  ’

/г =  р exp (m /4 ) , Э =  (ш / v ) |/г. (2 )
Здесь к  — волновое число продольных волн, 

со — круговая частота, с  — скорость звука в от­
сутствие вязкости, h  — волновое число попереч­
ных (вязких) волн, (р /У 2 ) - 1  — толщина вязко­
го пограничного слоя.

Колебательная скорость частиц вязкой сре­
ды может быть записала в виде

V =  —grad <р -j- rot Ф.
Фиг. 1

В силу симметрии функции ф и Ф  =  Фг =  Ф н е  будут зависеть от z  и 
составляющая колебательной скорости вдоль оси z  всюду равна нулю.

Согласно гипотезе прилипания частиц вязкой среды к поверхности 
колеблющегося цилиндра, граничные условия примут вид (временной мно­
житель здесь и далее подразумевается)

1 дф L4 ‘COS 0 1 _ д ф 

г  д в

причем, верхние значения в фигурных скобках правых частей уравнений 
относится к  цилиндру, осциллирующему вдоль оси х ,  нижние — к пульси­
рующему цилиндру.
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Решая уравнения (1) с учетом граничных условий (3) и преобразуя 
найденные значения постоянных интегрирования с помощью соотношений, 
известных в теории бесселевых функций [ I], получим для осциллирующего 
цилиндра

ф =  A ХН Х ( к г )  cos 0, Ф =  В \ Н \ ( h r )  sin 0, (4)
где

А  _ _  2 k - ' H 2( h a )

1 H 2 ( k a ) H 0 ( h a ) - \ -  I I 0 ( h a )  I I 2 ( h a )

в  _  2 h - ' H 2 ( k a )

1 H 2( k a ) H 0 ( h a )  -f- H 0( k a ) H 2( h a )  

и для пульсирующего цилиндра
<р =  Л 0Но ( к г ) ,  Ф =  0, (5)

где А  о =  1 /  к Н \ ( к а ) .
Здесь Н п (и) — функция Ханкеля 1-го рода порядка п.
Нетрудно видеть, что на расстояниях г, больших по сравнению с тол­

щиной вязкого пограничного слоя, выражение для Ф в формуле (4) будет
заключать в себе множитель ехр (—рг / 1 ;2 ) , появляющийся при асимпто­
тическом представлении H \ ( h r )  при \ h r \  ^>1 и, следовательно, будет мало. 
Это показывает, что звуковое иоле осциллирующего в вязкой среде цилинд­
ра уже на расстояниях, равных сравнительно небольшому кратному 
толщины вязкого пограничного слоя, практически свободно от вихрей, т. е. 
является потенциальным. Из Ф =  0 следует, что звуковое поле цилиндра, 
равномерно пульсирующего в вязкой среде, всюду потенциально.

Полученные выше результаты будут далее использованы при рассмот­
рении вопроса о рассеянии звука цилиндром в вязкой среде.

Пусть на цилиндр, свободно висящий в вязкой среде (см. фиг. 1), на­
дает плоская звуковая волна, распространяющаяся в отрицательном на­
правлении оси х. Эту волну разложим в ряд по цилиндрическим функциям. 
Тогда потенциал скоростей падающих волн ф (единичной амплитуды) 
будет

ф =  e ihx =  / 0 (Ат) +  2 i J [ ( k r )  cos 0  +  . . .  +»
где J q ( u ) и J \ ( u )  — функции Бесселя 0-го и 1-го порядков соответственно. 
Для малых значений к г  это равепство принимает вид

1

Ф =  1 — —  (Ат)2 +  ... +  *Атcos 0. (6)

Скорость на поверхности цилиндра, соответствующая только потенциа­
лу (О), складывается, главным образом, из радиальной составляющей 
!/гА:2а и из составляющей — i k , параллельной оси х. Так как цилиндр под 
действием падающего на него звука может двигаться совершенно свободно, 
общая результирующая составляющая скорости, параллельная оси а:, равна 
— i k  +  d ^ / d t  или — £(А; +  (о£), где |  означает перемещение цилиндра из 
своего среднего положения.

Ксли, следуя методу малых возмущений, изменить направления этих 
составляющих на противоположные, то скалярный ф' и векторный Ф' по­
тенциалы волн, отраженных от цилиндра, запишутся следующим образом:

ф' =  — k 2a A GI I o ( h r )  +г(/с -1- d ) ^ ) A \ I I \  (Ат)cos 0,

ф ' =  i  ( к  +  ы£) В ХН Х (h r )  sin 0.

Для определения величины перемещения цилиндра под действием па­
дающих воли I рассмотрим скорость изменения вдоль оси х количества
2 7 0



движения жидкости, заключенной между цилиндром и концентричной с 
ним цилиндрической поверхностью, радиус которой г велик но сравнению с 
толщиной вязкого пограничного слоя

г  2 л

— icop |  J  v  x r  d r  г  d0 ,
а  О

где и х  — составляющая колебательной скорости по оси х , связанная с 
радиальной v r и тангенциальной 1>е компонентами колебательной скорости 
соотношением v x  =  v r cos 0  — vq sin 0 .

Опуская промежуточные выкладки, для скорости изменения количества 
движения в падающих волнах сразу получим —2 жор{г/1 ( к г )  — a J \ ( k a ) } .

Аналогично, отраженные волны дают
-ж ор(А  +  <og) { A \ [ r I I \ ( k r )  — а Н \ ( к а ) ]  -  B x[ r H x( h r )  - a H {( h a )]}.
Член r l l i ( h r )  во вторых квадратных скобках м*ожет быть отброшен, так 

как он благодаря входящему в него множителю ехр (—рг/У 2 ) в конце коп- 
цов стремится к нулю.

Скорость изменения количества движения самого цилиндра равна 
—жо2р | г д е  pi обозначает плотность материала цилиндра.

Движение вблизи поверхности цилиндра большого радиуса можно, та­
ким образом рассматривать, как безвихревое движение, и результирующее 
давление, действующее на эту поверхность вдоль оси х , будет

2л

— J  (Р  +  р ' ) cos 0 dO =  — жар{2г/, ( к г )  +  ( к  +  <*>£)г Н \ ( к г ) А \ ) ,
о

<?Ф , &р'где р  =  р — , р  =  р  соответственно давления в падающих и отра­
да d t

женных волнах.
Приравняв общую скорость изменения количества движения результи­

рующему давлению, и. используя первое соотношение из (3) для исключе­
ния В 1 , получим при ка<Щ 1

_ ( 0 | _  ст- 1

к  а  —  1 — И А \ / п к а 2 ’

Здесь о =  pi /  р есть отношение плотностей материала цилиндра и 
среды.

Эта формула дает отношение перемещения цилиндра к перемещению 
вязкой среды, которая при отсутствии цилиндра занимала бы его место.

Главный интерес настоящей работы состоит в том, чтобы определить, 
какая часть энергии звука, падающего на цилиндр, отражается от него, как 
от препятствия, и какая часть поглощается вследствие вязкости.

Согласно методу Лэмба [2], скорость, с которой энергия звуковых волн, 
падающих на цилиндр, поглощается вследствие вязкости и отражается от 
него, как от препятствия, соответственно равны средпим за промежуток 
времени значениям интегралов

2я 2я
J  (? +  / ) ( ?  +  «Я, J  p ' q ' R d Q ,  (8 )
О о

распространенных по поверхности цилиндра очень большого радиуса В .
Здесь (/, q '  —  направленные внутрь радиальные колебательные скоро­

сти, происходящие соответственно от падающих и отраженных волн па 
расстояниях, значения которых велики но сравнению с толщиной вязкого
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пограничного слоя, р, р '  соответствующие давления, именно

Р =  9 'Ф
d t

причем потенциалы падающих и отра­

женных волн должны быть выражены в действительной форме.
В случае распространения звуковых волн в вязкой жидкости отношение 

cov /  с2  чрезвычайно мало вплоть до частот порядка сотен килогерц, так что 
с большим приближением мы можем написать на основании формулы (2 )

* - т ( ‘ + т £ ) -
Поскольку o)v/c2  есть малая величина, ясно, что можно R  взять боль­

шим но сравнению с длиной волны падающего звука и даже таким, что 
со^Л / с3 будет малой величиной. В этом случае можно пренебречь мнимой 
частью выражения k R  в формулах для <р и <р' на поверхности цилиндра 
радиуса Л.

Принимая во внимание все вышесказанное, для отраженной И̂ отр. и 
поглощенной И^огл. на единицу длины .цилиндра энергии, выраженной 
через поток 1 / 2  рк 2с  энергии падающих волн, получим, взяв интегралы (8 ) 
и учтя результат (7),

^ о т р  -  — { \z o \ 2 +  - 7 T  Iz i | 2} . (9)

4
И̂ погл =  Т "к

{ [ Z q] [ Z \ ]  И ^ о т р . } , (10)

1 V _  А ( с г — l)-4i
Z / q  —  “т р  и, л  о ,

1 о  —  1  — A i A \ / n k a 2 ’

а квадратные и прямые скобки соответственно обозначают реальную часть 
и модуль от заключенного в них выражения.

Рассмотрим два случая. Пусть fkz 1, т. е. вязкость велика или радиус 
цилиндра мал. В этом случае из формулы (10) имеем

ш  __* г ДОГЛ ---

Ы к а 2 (.(За) 2  (о — 1) 2   ̂In (За +  y

(Pa)4(ff I )2 (  ̂  In ~  fto -j- Y ) 2_Ь зх2)- +  2д|3а(ст — 1) +  16

Здесь и далее у  =  0,577 (постоянная Эйлера).
Если (Ра)2, будучи само по себе малым, все же велико по сравнению с 

(<* — I ) " 1, т. е. если (pa) 2  (a — 1 ) >  1 , то, как это следует из анализа фор­
мулы (7), цилиндр в этом случае практически можно считать неподвиж­
ным ( а =  оо), так как инерция его имеет все еще преобладающее значе­
ние. Оставляя в знаменателе формулы (11) только первый член, йолучим, 
что вязкостные потери в этом случае не зависят от радиуса [3].

Для отраженной от цилиндра энергии при pa<§ 1 и (Ра)2 ( а — 1) 1
получим из формулы (9)

ТУотр =  —  n V c W  +  
4

2 л 2/с3а4

(Ра)
{ ( Ц е » + ' У) + Т б я2}

1

16

Первый член в W cтр. определяется энергией тех отраженных волн, кото­
рые происходят от сопротивления цилиндра сжатию, т. е. монопольной
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волной; второй член определяется энергией отраженной волны первого- 
порядка (дипольной волной). Отношение первого члена ко второму имеет 
порядок (Ра)4, т. е. второй член много больше первого (в идеальной среде* 
оба этих члена были бы одного порядка [4]).

Физически это можн*о объяснить так. Если цилиндр неподвижен, то' 
более или менее неподвижны частицы вязкой среды в пределах толщины1

-/

0,1

вязкого пограничного слоя. Но так как при dC¥
Ра ̂  1  толщина вязкого пограничного слоя 1,0 
много больше радиуса цилиндра, то возму­
щающее действие вязкого слоя при отраже­
нии дипольной волны эквивалентно, если 
можйо так сказать, значительному увеличе­
нию поперечника рассеяния. При отражении 
монопольной волны вязкость среды не оказы­
вает никакого влияния. 0,01

Если (Ра)2, будучи само по себе малым, 
мало по сравнению с (о — I ) ”1, т. е. если 
(ра)2 (о — 1 ) 1 , то, очевидно, радиус ци­
линдра настолько мал, что цилиндр просто о 50 /00 /50
увлекается жидкостью в ее колебательном 
движении. В этом случае можно пренебречь 
отражением энергии, происходящей от членов 
1 -го порядка, и Wotp. будет определяться
лишь энергией воли, происходящих от сопротивления цилиндра сжатию. 
Потеря энергии из-за вязкости, как это видно из формулы (11), в этом слу­
чае практически равна нулю.

Пусть теперь pa 1 (случай малой вязкости). Удерживая в формулах;
(9), (10) только наивысшие степени ра, получим

д

/ 7 ^

г---------- ---

ч
1 ,

\ч*. *

а, ммм

Фиг. 2

И̂ отр =  —  л 2А3а4 + 1 ( g - l )
2  (ог +  1 )

я 2&3а 4,
2 У2 я/са2 ( а - 1 ) 2 

Жпогл“" ра(а +  1 ) 2

Первый член в ТУ0тр соответствует монопольному, второй — дипольно­
му отражению звука от цилиндра. Для неподвижного цилиндра (а =  
== оо) W0TP =  3Дл2 /с3а4, что и следовало ожидать для невязкой жидко­
сти [4].

Поглощение энергии вследствие вязкого трения, как и в случае не­
подвижного цилиндра [3], прямо пропорционально радиусу цилиндра. 
Однако цилиндр с конечной плотностью можно практически считать не­
подвижным, начиная с тех значений а, при которых отношение (а — I ) 2 / 
/ (о +  I ) 2  приближается к единице.

Представим себе теперь, что звук распространяется в вязкой среде, со­
держащей п  цилиндров на единицу площади, перпендикулярной их осям, 
т. е. в концентрации С  =  п а гп.

Изменение энергии звука d E  в слое толщины d x  такой композитной 
среды, отпесенное к первоначальному потоку энергии на входе слоя E q, 
приравняем энергии, рассеянной всеми цилиндрами в слое, т. е.

( W погл ~ \ ~  T 'F o t p )  d x .

г? J? „--- тг^погл + ̂ отр)*Интегрируя это выражение, получим & =  и 0 е  п 
Таким образом, для вязкой среды, содержащей цилиндры в концентра­

ции С, коэффициент поглощения по энергии равен

С Ь  = ---------------~ -  (  И ^ п о г л  +  W  о т р ) .

j ta z
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С помощью таблиц бесселевых функций от комплексного аргумента [5] 
были проведены вычисления коэффициента поглощения но формуле (1 2 ); 
при этом потери на отражение, которые при к а  1  очень малы, не учиты­
вались.

Результаты численных расчетов представлены па фиг. 2, иллюстрирую­
щей теоретическую зависимость потерь на трение от радиуса цилиндра 
для частот 7—10, 2 — 50, 3—100 к г ц  при постоянной концентрации 7% мед­
ных цилиндров в касторовом масле (v =  10 см 2/ с е к ,  с  = 1 ,5  -10* с м / с е к ), 
что соответствует отношению плотностей а  =  9,25.

Вязкостные потери имеют максимум при вполне определенном радиусе 
цилиндров. Появление максимумов физически можно объяснить так. Чрез­
вычайно малые цилиндры легко увлекаются жидкостью. Потери при этом 
очень малы. С увеличением радиуса инерция возрастает, как а 2 в связи с 
чем цилиндры начинают отставать от движения жидкости. В то же время 
общая поверхность, на которую действует вязкое трение, уменьшается 
обратно пропорционально а у если концентрация цилиндров остается по­
стоянной. Эти противоположно действующие факторы приводят к появле­
нию максимумов на кривых вязкостных потерь.

При выводе формулы (12) взаимодействие воли, возбужденных ци­
линдрами в слое, не принималось во внимание. Это, вообще говоря, спра­
ведливо для небольших значений концентраций. В связи с этим, рост коэф­
фициента поглощения с увеличением концентрации цилиндров происходит 
лишь до некоторого продела.
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