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ВОЛНОВОДНОЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ 
В ПЛАВАЮЩЕЙ ТВЕРДОЙ ПЛАСТИНЕ 

И ПРИЛЕГАЮЩЕМ СЛОЕ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ
Д .  Е .  Х е й с и н

Исследовано распространение стационарных монохроматических пло­
ских волн в упругой пластине конечной толщины, плавающей на поверх­
ности слон идеальной сжимаемой жидкости. При полном отражении от 
дна имеется счетное множество частот, для которых колебания в жидко­
сти, а также продольные и изгибные колебания в пластине происходят 
независимо друг от друга. В некоторых случаях волноводное распростра­
нение упругих колебаний будет иметь место также при наличии скачка 
скорости звука в жидкости неограниченной глубины.

Рассмотрим плоскопараллельную бесконечную в плапе изотропную 
твердую пластину с толщиной h  и плотностью р1? плавающую на поверхно­
сти идеальной однородной сжимаемой жидкости; толщина слоя жидкости 
равна # , считая от нижней поверхности пластины, плотность жидкости 
jP2 >  pi. Координатная плоскость х у  совмещена со срединной плоскостью 
иевозмущениой пластины, а ось z  направлена вертикально вниз. Силы тя­
жести не учитываются.

Исследуем стационарные колебания малой амплитуды, когда плоские 
волны с частотой со и волновым числом к  распространяются синфазно 
в жидкости и пластине в направлении оси х  со скоростью с =  со / к . С этой 
целью следует определить потенциалы <pj, ф и <р2, являющиеся решениями 
волновых уравнений в пластине (см. работу [1])

и в слое жидкости
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Здесь Ci и ct — скорости продольных и поперечных воли в пластине, 
с0 — скорость звука в жидкости. Пусть с0 <  с,. Векторный потенциал ф 
кроме (1) должен удовлетворять уравнению

сИуф =  0. (3)

В качестве стационарных решений уравнений (1) и (2) примем следую­
щие функции:

Ф* =  ( A i sh x tz  +  А 2 ch xiz )  с*<Лх-й>*>,
фх =  (А з  sh x 2z  +  ch X zz)

фу =  ( A b sh x 2z  +  A 6 ch x 2z )  е^ х~^\

ф2 =  (Л7 sh x 2z  +  A 8 ch x 2z )  (4)

cp2 =  A g ch щ h
—  H  ) ei  i kx“<*09
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где A i — неизвестные амплитуды, а
с

с,
( 5 )

В формулах (4) фупкция (р2 выбрана так, чтобы было удовлетворено ус­
ловие непроницаемости дна, т. е. коэффициент отражения от дна был ра­
вен единице. Решения (4) должны удовлетворять также условию отсут­
ствия касательных напряжений на верхней и нижней поверхностях пласти­
ны. Нормальные напряжения на верхней поверхности равны нулю, а на 
нижней — равны давлению в жидкости. Вертикальные компоненты скоро­
стей частиц в пластине и в жидкости не должны иметь разрыва при z  =  
=  + h  I  2. Кроме того, при z  =  ± h  / 2 должно соблюдаться уравнение (3).

Используя эти девять граничных условий, мы получим характеристиче­
ский определитель девятого порядка, который можно представить в виде 
произведения двух определителей четвертого и пятого порядка. Определи­
тель четвертого порядка соответствует нормальным горизонтально поляри­
зованным сдвиговым волнам (волны S H  см. работы [2, 3]), распростране­
ние которых в упругих слоях хорошо изучено. Определитель пятого поряд­
ка после преобразований получает вид

о- 12 ch 0 0 - v e h ^ 0

0 2  i x x sh ^ — Y sh 0 0

0 , Xjhych 2 2ix2 ch * £  0

, % ih  ysh 2 0 0 — 2wca sh ^

v.xh  xt ch -g- Xxs h - i - •, , X2h> .» v х.2̂  
i k  sh i k  ch x0 sh x0ff

(б>
где

У  =  к ( 2  —  с2 / с ? ) .

Характеристическое уравнение А  =  0 можно написать следующим об­
разом:

где

Р  ( (bt„ sh щ Н  +  б ch h  ,  x 2h  , r, 
- 4 r  ch ch щ  H

-[- Q ( Р у.о sh щ Н  -|- 5 sh sh ch x0/ /  j =  0,

P

w

k l

c h  Ц -  s h ^ - ^ s h  c h ? * *

,2 \  2
=  к? I 2 — ——x ) shc‘ \ e , хх/г v k J i  ,  L y.yh  х2йch

6 = . o 2 c
Pi Ct

2  ■ ch 2

X ^ 4.

(?)

(8)

(9)

(10)

Коэффициент б учитывает влияние жидкости. Заметим, что уравнение (7) 
справедливо и для несжимаемой жидкости; тогда х0 =  к .  При Н  ->■ оо это 
уравнение было рассмотрено Юингом и Прессом [4].

Уравнение (7) имеет по меньшей мере два действительных корня с =  ct 
и с =  с(. При h  =  0, т. е. когда твердый слой отсутствует, характеристиче-
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ское уравнение принимает вид
c h  х 0Я  =  0 .

Это уравнение имеет счетное множество действительных корней, когда 
•Ко —■ мнимое, т. е. с0 <  с. В этом случае волны распространяются в слое

жидкости как в волноводе с фазовой ско­
ростью (см. [4])

с — о

/ 1  —  (<0min/<i>)2 ’

Со ( п л \где comin =  —   ̂—  —  минимальное

(12)

зна­
чение частоты распространяющихся волн.

Таким образом, без пластины слой жид­
кости является волноводом для всего 
спектра колебаний, начиная с частоты 
comm. При наличии пластины волноводное 
распространение будет иметь место лишь 
для фиксированных значений частоты. 
В этом случае должны одновременно удов­
летворяться уравнение (11) и уравнение 

Р  =  0  (или Q =  0); уравнение (7) тогда удовлетворяется автоматически. 
Как известно, уравнение Р  =  0 определяет скорость продольных волн 
в свободной пластине, а уравнение Q =  0 — скорость изгибных волп

■ Т а б л и ц а  1
Ч асто та  юр  волноводного распространении  продольны х колебаний

в  плаваю щ ей  п л асти н е , р а д!с е к

Я ,  м 2 5 10 20 50 100 '  200

^ m i n 1 1 4 0 4 5 0 2 2 8 1 1 4 4 5 , 6 22,8 1 1 , 4

СОр 1 2 5 0 5 0 0 2 5 0 1 2 5 5 0 2 5 1 2 , 5

(см. [5]). Последнее уравнение будет удовлетворено, если с0 <  с п ,  где 
Сц — скорость волп Рэлея в пластине.

Определение частоты, при которой происходит волноводное распростра­
нение колебаний, показано на фиг. 1. Для каждой формы колебаний ( п  =  
=  1, 3, 5 , . . . )  имеется две частоты о,, и со,, соответствующие точкам пере­
сечения дисперсионной кривой, определяемой уравнением (12) (кривая 7), 
с дисперсионными кривыми фазовых скоростей продольных и изгибных 
волн в свободной пластине.

При (о =  (Од колебания распространяются в слое жидкости как в волно­
воде, не испытывая влияния пластины, а изгибные волны распространяются 
в пластине без затухания, хотя их скорость превосходит скорость звука 
в жидкости. При со =  о)р, наряду с колебаниями жидкости, в пластине рас­
пространяются незатухающие продольные волны.

При уменьшении толщины пластины частота сод увеличивается, а ча­
стота со,, убывает (см. фиг. 1, где h v >  h 2) .  Для больших значений Н  ве­
личина со,, стремится к нижнему пределу со =  co,min, который можно опре­
делить, если в уравнении Q  =  0 положить с =  с0. При Н  - >  оо частота сор 
стремится к нулю. Для высших форм колебаний, или для малых значений 
Н  частоты сор и сод близки друг к другу.

В качестве примера на ЦВМ были вычислены частоты со,, и со,, для раз­
личных значений h  и Н  при n =  1 (табл. 1 и 2). При расчете принято: 
d  =  4010, ct =  2020, Со =  1450, ср =  3490, cR =  1883 м /с е к , р2 /p t =  1,00,
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коэффициент Пуассона v =  0,34. Расчет показал, что величина <ор мало 
зависит от толщины пластины и может быть определена из уравнения (12), 
полагая в последнем с =  ср (см. табл. 1); здесь ср —  скорость длинных 
продольных волн в пластине. Значения приведены в табл. 2. Начиная 
с Н  =  10 м  величина o>v практически совпадает с <oqmin. Скорость соответ­
ственных изгибных волн в пластине незначительно превосходит скорость 
звука в жидкости.

Таким образом, при распространении воли в двуслойной системе, вклю­
чающей твердую пластину, плавающую на поверхности слоя конечной глу­
бины, имеется счетное множество ча­
стот, при которых колебания в жид­
кости, а также продольные п нагиб­
ные колебапия пластины происходят 
независимо друг от друга.

Если глубина жидкости не ограни­
чена, то волноводное распространение _
звука будет наблюдаться лишь при -  — 
наличии скачка скорости звука. Пусть 
жидкость разделяется на две зопы 
(см. фиг. 2). Верхний слой толщи­
ной Н  примыкает к нижней поверх­
ности пластины, а снизу граничит с однородным жидки?* полупространст­
вом. Плотность и скорость звука в верхней зоне положим соответственно 
р 2ч и с01 > в нижней — р22 и с02. Решение для потенциалов ср4 и ф следует

Т а б л и ц а  2

Частота <nq волноводного распространения изгибных 
колебании в плавающей пластине, р а д /сек

h, м
Я, м

2.0 5.0 10,0 min

0,5 7390 7120 7080 7070
1,0 4100 3640 3560 3536
1,5 3150 2500 2400 2360
2,0 2690 1950 1820 1770
2,5 2420 1640 1480 1420

принять в виде (4), а потенциалы <p2i и ср22 написать следующим образом:

Фа =  ^ 9s h x 01 ( z — у )  +  A o c b .x 01 ( z  —
h

Ф-22 — A l l e
i (kx-ul)

где =  > * - » ( * - £ ) ■

На границе раздела жидкостей должны соблюдаться условия непрерыв­
ности давлений и вертикальных компонепт скорости. Граничные условия 
на верхней и нижней поверхностях пластины сохраняются темн же, что и в 
предыдущей задаче. Удовлетворяя граничным условиям и исключая гори­
зонтально поляризованные волны сдвига, мы получим в результате преоб­
разований характеристический определитель пятого порядка, отличающий­
ся от D i только последним столбцом. Этот определитель можно написать
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в виде

Do =

х  О О х  О
О х  х  О О
О х  х  О Ф
х  О О х  -О*
X  X  X  X  —  X 0 i

где

0 =  -
/с (hi

х 
*01
-^ sh x 01t f +  ^ c h x 01#Р22

Р21
2 с,2 Рл *02

*01
ch х01 Н р22

р21
sh >«oi Н

Волноводное распространение колебапий в жидкости и пластине будет 
иметь место, когда

*02 sh х01 Н р22ch x0i Н  =  О, (13)*01 р21
а также либо Р  =  0, либо Q =  0.

Уравнение (13) имеет действительные корни, если х02 — действительная 
величина, а х<и — мнимая. Тогда фазовая скорость распространяющихся 
волн должна удовлетворять обычному неравенству:

Coi <С С <С Cq2. (14)
Если с02 <  сп, то решения уравнения Р  =  0 не удовлетворяют условию 

(14), так что следует принимать лишь одно уравнение Q  =  0. В этом слу­
чае фазовые скорости и частоты волн, распространяющихся в пластине 
и слое жидкости как в волноводе, определяются из системы двух урав­
нений:

* 4  sin Хм*# +  Hs cos x01*# =  О,
*01
.2 \  2

Р21

/С2 2
, х.А . х,,/г sh Чт- ch ^ ■ /  1ч * 1 ^  г  * 2^  /->4 х хх 2 ch -77- sh —77-  =  и. (15)

где х01* =  — гхР1. Так как са >  с02, то существуют диапазоны частот, для
которых система (15) не имеет действи­
тельных решений. Верхнюю границу 
для частоты соим можно определить из 
уравнения Q =  0, полагая с =  с02 (см. 
фиг. 3). Для больших частот решения 
этого уравнения не будут удовлетворять 
условию (14). Нижняя граница для час­
тоты '(OftW определяется из уравнения 
Q —  О при с =  Cot. Волны меньшей час­
тоты движутся С О  скоростью С  <  с0 1 ,  т. е.. 
в жидкости нет распространяющихся 
нормальных волн. Как видно из фиг. 3, 
ширина полосы частот Асо увеличивает­
ся при уменьшении толщины пластины. 

Данная фигура отвечает случаю h x >  h 2.
Первое из уравнений (15) можно разрешить относительно частоты а> 

и написать в виде (см. работу [1])

(D (1) Ш, Q А Ш  НЬ Ьы 2eln

Фиг. 3

со И
01

п п  — a rc tg (  — — —5— ^ )
__________V Р21 С01 V  С02Л — ° 2 /

V 1 -  с012/с2
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где п  — номер нормальной волны (формы колебаний). При c - * - c oi имеем 
<о -> оо. Если с —  с02, то частота определится по формуле

... я ( " - т )

2 Н  V 1 -  ( С о М  '

Минимальное значение частоты со2 =  согшт будет яри первой форме ко­
лебаний (п  =  1). Волны меньшей частоты не распространяются в слое жид­
кости как в волноводе, поскольку их фазовая скорость вдоль слоя превосхо­
дит Со2.

Т а б л и ц а  3

Определение ширины полосы частот волноводного распространения
при отражении от слоя скачка

h, м 

*•

с01 =  1450 м/сек c-fn =  1500 .м/сек
До>, 

рад/ сек Д/, гц ЩшП' м
°’hm him °*hM fhM

0,5 7070 1125 8020 1277 950 152 1,11
1,0 3536 563 4010 638 470 • 75 2,22
1,5 2360 376 2680 427 340 51 3,32
2,0 ,1770 282 2005 319 235 37 4,45
2,5 1420 226 1610 256 190 30 5,54

Таким образом, при заданных значениях толщины пластины h  и толщи­
ны слоя жидкости Я  следует рассмотреть два возможных случая. В первом 
случае, соответствующем кривой 1  фиг. 3, <о2 mm >  < о и  волноводного 
распространения колебаний не может быть. Во втором случае (кривые 2  
и 3 )  со2 mm ^  содм, так что имеется значение частоты со =  соНл, при кото­
рой будет иметь место волноводное распространение колебаний. Если 
со 2 <  соьм до некоторого номера п у то имеется п  частот, при которых про­
исходит волноводное распространение колебаний.

Для заданной толщины пластины h  можпо определить минимальную 
толщину слоя жидкости Ят1п, при которой возможно волноводное распро­
странение. С этой целью из уравнения Q(coz) =  0 нужно вычислить значе­
ние солм, а затем определить Ят щ по формуле

Я щ т  —
« ш  2 V i  — d i d ,  '

Для распространения второй формы (п  =  2) необходима толщина Я  =  
=  ЗЯт|п; при п  —  3 нужно иметь Я  =  5Ягат  и т. д. Значения соЛш, <о,1М 
и Ят щ, а также величина ширины полосы частот, вычисленные с помощью 
ЦВМ, приведены в табл. 3.
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