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АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ И ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ
ИМПЕДАНЦ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ КОЛЕЦ 

С РАДИАЛЬНОЙ ПОЛЯРИЗАЦИЕЙ

В.  Н .  Л а з у т к и н , Ю. В. Ц ы г а н о в

Решена задача о колебаниях кольца произвольной толщины с уме- 
том анизотропии пьезокерамики и электромеханического взаимодейст­
вия. Выполнен расчет на ЦВМ двух нижних корней частотного урав­
нения, определены законы распределения смещений и поведение элек­
трического сопротивления резонатора при изменении размеров и часто­
ты. Объяснены причины «исчезновения» нижней частоты резонанса в 
спектрах колец с большой толщиной стенки.

Пьезокерамические преобразователи в виде цилиндров и колец нахо­
дят широкое применение в электроакустике. В настоящее время известны 
решения колебательной задачи для тонких радиально поляризованных 
колец [1] и цилиндров конечной длины [2]. Для изотропного упругого 
кольца с произвольной толщиной стенки решение получено Гутиным [3]. 
Однако большая электромеханическая связь и анизотропия упругих кон­
стант современных пьезо керамических материалов не позволяют непо­
средственно использовать результаты работы [3]. В настоящей работе 
представлено дальнейшее развитие ранее опубликованного решения зада­
чи о колебаниях радиально поляризованного кольца с произвольной тол­
щиной стенки [4].

В основу решения задачи о колебаниях пьезоэлектрического резона­
тора произвольной формы должны быть положены дифференциальные 
уравнения движения, уравнения- Максвелла, граничные механические и 
электрические условия для полевых характеристик. В случае короткого 
кольца с поперечной цилиндрической изотропией для гармонических ко­
лебаний уравнение движения в координатах г, 0 , 2 будет иметь вид

где Ti — компоненты матрицы механических напряжений, р — плотность, 
и — радиальная компонента смещения.

Поскольку в интересующем нас диапазоне частот длина волны элек­
тромагнитного поля значительно превышает размеры резонатора, уравне­
ния Максвелла сводятся к уравнениям электростатики, которые при от­
сутствии свободных зарядов имеют вид div D .=  О и rotE  =  0. В случае 
радиальной поляризации эти уравнения соответствуют D r =  D0/ r  и 
U =  —J E rdr, где D,. и Е г —* радиальные компоненты индукции и напря­
женности поля соответственно, D0 — константа.

Электромеханические уравнения состояния поляризованной керамики 
в матричных обозначениях для короткого кольца (Тг =  0) мы напишем 
в виде

S г — з°Тв -f- $33DT r -|- 3̂3-Ог,
S &  =  S n ” T e  - f -  S\3D T r 4 "  g a . O r ,

E r  =  — g e i T e  —  g 3 d 7  r  +  Р з з
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где константы материала имеют принятые обозначения [1], a S r и 6'е — 
компоненты деформации. Решая совместно уравнения (1) — (3) с учетом 
уравнении Максвелла, получим
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При выводе уравнения (5) предполагается, что константы материала 
постоянны во всем объеме. Такое допущение представляется обоснован­
ным, если поляризация всех участков элемента достигла насыщения. 
В уравнении (5) неоднородный член определяется неравномерным рас­
пределением ноля в образце. При отсутствии пьезоэффекта (gfo =  0) и 
анизотропии (v =  l)  уравнение (5) переходит в известное уравнение, 
описывающее радиальные колебания изотропного упругого кольца [3].

Определяя Т г из уравнений (2) —(3), граничные механические усло­
вия, заключающиеся в отсутствие напряжений на наружной и внутрен­
ней поверхности кольца, можно представить в виде
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Совместно уравнения (5) —(6) образуют неоднородную краевую зада­
чу, решение которой может быть получено известными методами. В ка­
честве первого шага определим собственные функции и собственные зна­
чения параметра соответственной однородной краевой задачи. Решение 
уравнения (5) при А =  0 имеет вид

u =  C M k r )  + C 2N,(kr)1 (7)

где Л и iVv — функции Бесселя и Неймана соответственно. Подстановка 
решения (7) в граничные условия (6) при г =  г1? г2 позволяет получить 
следующее частотное уравнение:

■ ж/,-! (ж) — (у — о»)/у (ж)  ________ т______________
ж^_,(ж) —  (V —  а .з )*(ж )  _ (V — а,з)л Ц * Д )

(8)
где х =  /сг,, а,з =  — s,3D/s iiD — эффективный коэффициент Пуассона.

Если определены корни частотного уравнения Х п, то для расчета час­
тот механического резонанса ( и = о о )  может быть использовано выра­
жение:

/ . “ r - J p W - 1- (0)2 л/ 2
Нижний корень Х0 соответствует «резонансу по окружности», корни 

X» при п =  1, 2, 3, . . .  соответствуют резонансам толщинпого типа. В даль­
нейшем будет показано, что эти частоты совпадают с частотами электриче­
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ского антирезоианса. Расчет корней частотного уравнения проводился на 
ЦВМ типа Odra-1.204 для трех составов пьезокерамики — ТБКС, НБС-1, 
ЦТС-19. Основные характеристики указанных материалов приведены в 
таблице.

Состав
s.Ij, Ш-'ЭДн 9 Г51Q•— n Jlt/lT

T,£33/£o K* K*п•sn Ds33 D~s13 —ffii Sn

ТБКС 8,25 7,22 1,77 6,0 19,0 400 0,117 0,398НБС-1 11,0 9,06 2,30 6,67 17,9 1350 0,214 0,544ЦТС-19 14,2 10,2 3,16 8,73 20,7 1540 0,262 0,605

Поведение корней Х0 и X, при изменении размеров для трех указан­
ных составов пьезокерамики иллюстрируется на фиг. 1, причем нумера­
ция кривых соответствует порядку расположения материалов в таблице. 
Обозначения со штрихами соответствуют корням X,. Для корней X, кри­
вые при г, /  г2 >  0,6 па фиг. 1 не приведены, так как для всех материа­
лов в этом случае с точностью до 1,65% (при г, /г 2 =  0,6) справедливо со­
отношение Xi =  л  /  1 — Г\ / 7'2, т. е. толщинный резонанс колец при г, / ?*2 >  
>  0,6 может приближенно рассматриваться как полуволновой. Анализ 
кривых для X, обнаруживает также рост частоты резонанса при увеличе­
нии толщины кольца при г, /  г2 <  0,2. В спектрах собственных частот, 
определяемых уравнением (8), обнаруживаются также и другие особен­
ности, которые обсуждались в работе [4].

Экспериментальные точки для всех составов хорошо повторяли ход 
кривых на фиг. 1, но из-за отличия констант материала в данных пар­
тиях от средних значений констант материалов, приведенных в таблице, 
имело место систематическое расхождение до 2—3%.

Для того, чтобы определить электрическое сопротивление резонатора, 
найдем решение неоднородной краевой задачи, определяемой уравнения­
ми (5) — (6). Решение уравнения (5) можно написать в виде

u =  C j v(kr)+C2Nv(kr) +  -^-A  £jVv(fcr) J M kr) dr

Константы Ci и C2 определяются из граничных условий (6) и могут быть 
представлены следующим образом:

F3 (кг,) F 2 (кг2) — Ь\ (кг 2) Р2 (/сг,)
F  ̂(кгi)F2(kr2) — Fv (kr2)F2(krl) ’

F з (kr2 )Fl( h \ )  — F3 {kri)Fl (krz). 
Ft (kr\)F2(krz) — F, (kr2)F , { k t \ )

где t \ (kr)  =  / v_,(&r) — (v F2(kr) =  Ny-i (kr) —
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Решая совместно уравнения (2) — (4) с учетом соотношения

где а> и гг, — смещение поверхностей радиуса r2 и г, соответственно. Для 
гармонического процесса ток- через резонатор представим в виде

высота кольца. Тогда для электрического нмпеданца мы получим выра­
жение

где константы а, Ь, с равны соответственным множителям в выражении

(13). Подстановка решения (10) с учетом формул (11) — (12) в выраже­
ние (14) позволяет получить общее выражение для электрического импе- 
данца резонатора, которое из-за громоздкости мьг не приводим.

Анализ выражений (10) — (12) показывает, что условие электрическо­
го а нти резонанса z =  oo соответствует обращению в бесконечность зна­
менателя в выражениях для С, и С>. Нетрудно убедиться, что это условие 
совпадает с частотным уравнением (8). Следовательно, электрический ан­
тирезонанс совпадает с механическим резонансом. Частоты электриче­
ских резонансов определяются из выражения (14) при условии z =  0. 
Результаты расчета па I (ВМ для колец из материалов, приведенных в 
таблице, представлены на фиг. 2, где показана зависимость отпоситель-

U =  — ^ E rclr, получим

i =  jwQ =  /со D r dS =  /б)2л/гД>, где S  — площадь электрода, h

z =

Фпг. 1 Фиг. 2
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ной разности частот (/.■» — / Р) /  /» от размеров кольца. Кривые 1, 2, 5 со­
ответствуют пулевой моде, нумерация кривых совпадает с порядком мате­
риалов в таблице. Кривая 4 соответствует резонансу но толщине колец 
из первого материала. По осям ординат отложены значения А/ / /а слева* 
для нулевой моды (кривая J), справа — для нулевой и первой мод (кри­
вые 2—4). Анализ кривых 1, 2, 3 обнаруживает интересную особен­
ность — при отношении радиусов около 0,25 коэффициент электромехани­
ческой связи обращается в нуль. Ранее этот эффект наблюдался экспери­
ментально в работе [5] и подтвердился в наших опытах. Характерно, что 
при дальнейшем увеличении толщины кольца (г, / г2 <С 0,25) электроме­
ханический коэффициент связи снова достигает значительной величины.

Природа этого эффекта связана с особенностями поведения законов 
распределения смещений при изменении размеров кольца. На фиг. 3 при­
ведены расчетные законы распределения смещений для нижнего резонан­
са колец с соотношением радиусов г , / г2 =  0,7; 0,5; 0,3; 0,25; 0,1; 0.05 
(нумерация кривых в том же порядке). Наружный радиус кольца при­
нят равным 2 см. Следует отмстить, что в диапазоне г, / г> — 0,2 Ч- 0,3 
разность (и2 — щ) меняет знак. Значение г»/г2~  0,25 соответствует слу­
чаю, где вклады первого и второго слагаемых в выражении (14) взаимно 
уничтожаются. Тогда характер частотной зависимости импеданца пол­
ностью определяется третьим слагаемым, т. е. емкостью зажатого элемен­
та. При дальнейшем увеличении толщины кольца разность (и2 — и{) 
быстро растет, что приводит к увеличению коэффициента электромеха­
нической связи.

На фиг. 4 приведены законы распределения смещений для основного 
резонанса по толщине колец с ?\ /  г2 =  0,7; 0,5; 0,1; 0,05 (кривые прону­
мерованы в том же порядке). Анализ кривых показывает, что при уве­
личении толщины кольца растет асимметрия законов распределения от­
носительно поверхности среднего радиуса. У колец большой толщины 
поверхность максимального смещения не совпадает с внутренней поверх­
ностью радиуса г,, причем характер законов распределения существенно* 
отличается от случая толщинпых колебании резонаторов прямоугольной 
геометрии.

Приведенные законы распределений подтверждаются эксперименталь­
но. Для их определения использовался метод с применением двухосевого 
электромеханического щупа, использованный нами для аналогичных из­
мерений ранее [6].

В заключение отметим, что полученные соотношения и наблюдаемые- 
закономерности могут быть распространены на случай аксиально сим­
метричных колебаний длинных цилиндров произвольной толщины с ра­
диальной поляризацией. Количественные расчеты могут быть выполпеньг 
прп соответственной замене эффективных упругих п пьезоэлектрических 
констант. Точность количественных расчетов в случае цилиндра конечной

Фиг. 3 Фиг. 4
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высоты будет ограничена влиянием связи радиальных колебаний с коле­
баниями по высоте, что не учитывается в настоящей работе.

Авторы благодарны В. А. Клюшничеико за помощь в проведении 
расчетов на ЦВМ.
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