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СИММЕТРИЧНО ПУЛЬСИРУЮЩИМ ОТРЕЗКОМ

А . А.  Т у ж и л и п
На простейшем примере задачи об излучении поли из слоя (бас­

сейна) показывается возможность постановки подобных задач, как гра­
нично-контактных задач уравнении Гельмгольца, а также демонстриру­
ется развиваемый метод решении гранично-контактных задач уравне­
ния Гельмгольца в угловых областях.

Задачи об излучении из слоистой среды или задачи о распространении 
б о л и  в среде, граничащей со слоистой средой, зачастую могут быть сведе­
ны к краевым задачам с краевыми условиями в виде дифференциальных 
операторов высокого порядка.

Простейшими примерами таких задач являются задачи об отражении 
звука от какого-либо слоя, например, акустического слоя с параметрами,
отличными от параметров среды, упругого слоя, слоя движущейся среды 
(струи) и т. д.

Если, например, в полупространстве х  >  0 распространяется плоская

а среда граничит при х =  0 с акустическим слоем (с0, р0 скорость звука и 
плотность в слое, к0 =  со / с0) толщины А, опертым на абсолютно жесткое 
основание (бассейн), то такая задача для поля в среде (вне слоя) эквива­
лентна решению уравнения Гельмгольца при х  >  О

причем L(z)  и M(z) являются целыми функциями от z, и потому операто­
ры в формуле (2) являются дифференциальными операторами бесконечно­
го порядка.

Если слой достаточно топкий, то, согласно формуле (3), и при учете 
того факта, что д2 / дуг =  — к2 — д2 /  дх2, краевое условие (2) может быть 
написано в виде

где углы 0v, т. е. углы Брюстера для слоя, определяются из условия

волна (с, р — скорость звука и плотность среды к  =  со / с)
р0(х, у) =  e- ^ 0<W+*1*PoV)>

(Д +  к2)р(х,у)  = 0 ( 1 )

и краевому условию при х =  0
9 \  9р(0,у)

( 2)

L(z) =  cos (Vz2 +  /с02 A), M(z) =  —  fz 2 +  /c02sin(yz2 +  A02 A), (3)

*v(x, b) =  ( - 1 ) 4  sin 0,. (v =  1, 2) (5)
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(6>

(7)

а величины xv{x, h) —юуть корни уравнения
х г — %х +  ь =  О,

х = ~ Ь  =  \ - п \  п* =  *.*/**. р kh
Нетрудно видеть, что если в слое ввести небольшое затухание (поло­

жить к0 слегка комплексным и Im к0 >  0), то при всех допустимых значе­
ниях параметров х и b при соответствующей нумерации справедливо

0 <  Re 0„ Re 02 <  п / 2, Im 02 <  0. (8)
Если к0 и к — действительные числа, то возможны случаи Re 0i =  Re 02 =  
=  0; будем предполагать, что эти случаи получаются в результате предель­
ного перехода Im ко —у 0.

Таким образом, мелкому бассейну соответствуют два угла Брюстера 
0! и 02, которые определяются из условий (5)— (7) и удовлетворяющие 
условию (8). Мелкий бассейн может быть заменен краевым условием (4).

Краевые условия типа (2) называются краевыми условиями Римана,, 
а краевая задача с такими краевыми условиями называется краевой зада­
чей Римана.

Для краевых задач Римана появляются новые характерные моменты, 
соответствующие тому факту, что могут существовать источники поля, 
расположенные внутри слоя, но не в самой среде.

Поэтому, когда слой заменяется краевым условием типа (2), наличие 
источников в нем приводит к появлепию дополнительных краевых усло­
вий, которые могут быть заданы даже в одной точке на границе. Таким 
образом, мы приходим к новому типу краевых задач — гранично-контакт­
ных задач.

Общая теория гранично-контактных задач в настоящее время отсутст­
вует. Некоторые конкретные задачи рассматривались Малюжинцем [1], 
Красильниковым [2], Коузовым [3] — [6].

Цель настоящей статьи — показать на конкретном примере, допускаю­
щем точное решение, как задача об излучении волн из слоя может быть, 
замепепа грапичдо-коитактной задачей, а также продемонстрировать на 
простейшем примере развиваемый метод решения гранично-контактных 
задач уравнения Гельмгольца (1) в угловых областях.

Задача об излучении волн из бассейна симметрично пульсирующим от­
резком заключается в решении уравнения (1) (р(х, у) — давление в сре­
де) в полупространстве х  >  0. Среда граничит со слоем —h <С х  <  0, 
давление в слое pi{x, у) удовлетворяет уравнению

(Д -\-ка2)р,{х, у) = 0 .  (9)
В слое симметрично пульсирует отрезок у =  0, —h <С. х <С 0 с амплиту­
дой V, т. е. при —h <  х  <  0

9pi(x ,+  0) . др,{х,— 0) _  .
------ нор о V, --------— ---- - — шро V.

ду ду
( Ю )

На границе среды и слоя должны быть непрерывными давление и нор­
мальные смещения, т. е./П Ч /л N 1 д Р > № , У ) 1 9р(0,у) / л л ^р^(0,у) =  р ( 0 , у ) , ---------------- = ---------------- . ( 11)

Ро дх р дх

Слой лежит на абсолютно жестком основании (бассейн) и, следовательно,

dpi(—h,y)
дх

=  0. (12)
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Кроме того, поля р%(х,у) и р(х, у) должны удовлетворять условию изу­
чения.

Если G(x, у \ х 0, у о) — функция Грина указанной задачи (точечный ис­
точник расположен в слое в точке х0, уп, его амплитуда равна единице), 
то решение указанной задачи па основании принципа симметрии может 
быть представлено в виде

Р(®. У)*
G(x,y\t ,0)dt.

Функцию Грина G{x, у\х<>, 0) можно 
преобразование Фурье но координате у :

найти, используя интегральное

G (x ,y \xo,0) — J e,av/ (х, a)da. (14)
— оо

Для функции/(х, а) мы получаем обыкновенное дифференциальное 
уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. Если решить 
это уравнение, использовать все наложенные на G условии и подставить 
результат в формулу (13), то можно представить поля р\ и р в виде ин­
тегрального преобразования (14)

Р ( х , у ) 1  u ( z , a )  J
(15)

где и 1 (ж, а) определено при —h <  х  <  0 и

iwp„F

{р у/с02 — a1 cos(y*02 — а 2 х) +  tp0 У*2—а 2 sin Цк0~—а2 х)I ‘ * '_________II________ ' ' _________ U_________ X
рУ&о2 — агв'т(У’каг — а 2А) +  ip „У*2 — a2cos(y&02 — o2k)

X sin(y7co2 — а 2А) +  1 —
( 16)

гроУ/с2 — аг

рУ&о2 — a2 sin (l/к,? — a2h) +  tp„ У&2 — a2 cos (У&02 +  a2h) 

а гг (ж, та) определено при х  > |  0 и
ШрроГ

и(х, а) =  — - X
я У/с02 — а 2

}

X
sin(y&o2 — o.zh)

Р У*о2 —  a 2 sin (у к 02 — a 2h) +  гр0 У&г — a 2 cos (У/с02 — a 2 h)
(17)

При этом мы предполагаем, что /с0 слегка комплексно (Irn к0 >  0). Ре­
шение при Im к0 =  0 предполагаем получающимся в результате предель­
ного перехода Im к0 0.

Если рассматривать поле только при х > 0 и  предположить, что бас­
сейн мелкий (h — мало), то трапсформапту и(х,а)  можно представить
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в виде

и(х, а) =  — icopoK
я/с (sin 0! -f- sin 02)

X -л

X /  1-------------------- -----  1---------------- |  g -Yo»-w
1 У<х2 — к1 — ik sin 0t Уа2 — к2 +  ik sin 02 l

(18)
где 0i и 02— углы Брюстера для мелкого бассейна, определенные соотно­
шениями (5) —(7).

Используя метод, изложенный в работе (7 гл. 1, § 16], мы можем на­
писать (x = r  cos ф, y = r  sin ф ):

00

\
— оо

ехр(—Уа2 — к2, +  iay)
da —

Уа2 — к 2 — ik sin 0! 

cos (ф — 0,)= __ 1 cos (ф -  е,) |
2 cos UiJ l  cli£— зш (ф — 0«)

соэ(ф +  О,)
ch* +  sin (ip -+- 0.)i j b

CO
ехр(у’а 2 — к2 -f- iay)

da =
j /a '1 — 1сг +  ik sia 0

=  2 3 U g - 0 2e '" r s i "<'p+o=) |  ^

+  2я tg G2 e- 'br |

О при — я/2 <  Ф  <  я/2 — Re 0t
при я/2 — Re 02 <  Ф <  я/2 

1 при — я / 2 < ф < — я/2 +  Re 02 
О' при —я/2 +  Re 02 <  Ф <  я/2

+

+

(19)

+  — i -  / - i P i l f
2 cos 02 _ l ch i — si

соэ(ф  +  9г) соэ(ф — 02)
sin (ф +  9г) ch t  +  sin (ф — 02)

J A .

(20)
Далее, дифференцированием по параметру (кг) можно показать, что 

при 2пп <  Re a <  2л (п +  1)

1 7 . ,  sin a dt [ 1 a  sin a  i
ch 1 — ----------- ---  -  a I w +  ------_  в (cos a, kr) l ,

2л ;  ch t — cos a l 2 2л 4 J

где функция B (x ,y )  определяется выражением ( 21)

В(х ,у)  =  e~itxЯ0(1) (t)dt (22)

и описывает иоле в задаче об излучении волн гранью клина (в случае, 
когда клип превращается в полупространство), см. работы [8,9]. Подстав­
ляя соотношения (18) —(22) в формулу (15), получаем окончательно

2сороК гл
/>(Г ,Ф )=--------

Ctg ф,

1=1 COS (pi — COS ф5_(
X

X е- ih r  cos f  Ф  — Ф <  з т ( ф  —  ф , )

— 2л--------------4-------- R (— сов(ф — ф , - ) ,  кг)
(23)
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я , л л
Ф1 ==* ----- ^ + 01' Ф г = — —  0 1 , фз = —  02, ф4 ------—  +  02- (24)

Рассмотрим теперь следующую гранично-контактную задачу в полу­
пространстве х  >  0 (х — г cos ср, у =  г sin ф)

(А +  /с2)р(г,ф) = 0 .  (25)
На границе при г >  0, ф== ± я  /  2 должны выполняться условия (4), т. е.

2 1 9{П (~ 7 ~  ± (- l)v ** sin 0 V  ) }р (Г, ±я/2) =  0 (26)
V — 1

и в точке г =  0 должны выполняться контактные условия (условия на 
пульсирующем отрезке)

др (0, я /2) др( 0, — я /2)
дг дг icopoF, (27)

причем само поле р(г,ф) непрерывно в точке г =  0. Выражения 
др (0, ± я  /2 ) /  дг означают Пт др (г, ± я  / 2) / 9г. ■г-4)

Контактные условия (27) выводятся из следующих соображений. Если 
слой тонкий и лежит на жестком основании, то давление р i в нем почти 
постоянно, и так как на границе р(0, у) — ри а граничное условие на сим­
метрично пульсирующем отрезке дается формулой (10), то отсюда и вы­
текают контактные условия (27). Предполагаем далее, что искомое поле 
p(rt *ф) удовлетворяет условию излучения.

Если искать решение задачи (25) — (27) в виде интеграла Зоммерфель- 
да — Малюжинца

Р (г, ф) =  7Г- f e~ihr 008 г S (z +  Ф) dz> (28)

где предполагается, что s(z) — мероморфная функция, регулярная в поло­
се |R e z | ^ ^ / 2  и s(z -f- я )  — s(z л) =  6(1) при | Im z |-*• .оо и 
|R e z |^  я / 2, а у — зоммерфельдовский контур, состоящий из двух петель 
Yi и у2 (см. [8, 9, 10]), причем все полюса расположены ниже горизонталь­
ной части yi и выше горизонтальной части у2, и подставить (28) в (26), 
учитывая условия обращения в нуль интегралов Зоммерфельда — Малю­
жинца [И ], то получим следующие неоднородные функциональные урав­
нения Малюжинца (см. [12, 13]):

2

J J  (sinz — (— l ) vs in 0v)s(z +  я /2) —
v=l

— J J  (sinz +  (— l ) vs in 0v)s (— z +  я /2) =  a„sinz
VjbI

*
J J  (sinz - f (  — l ) vs in 0v)s(z — я/2) —

v ~ i

—П  (sinz —(— l ) vs in 0„)s(— z — я/2) =  b0 sinz

(29)

vet
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Основным решением (не имеющим ни пулей ни полюсов в полосе 
R o z l ^ j t / 2 )  однородных уравнений (29) является

■ф(*) =
cos z +  sin 0!
cos z +  sin 02

(30)

Поэтому частным решением уравнений (29), не имеющим полюсов в по­
лосе | Re z | ^  п / 2, будет

Si(z) =  i|)(z) {а0х(2; 0i) — bo%(z — л; 0,)}, (31) ✓

где функция %(z; G) удовлетворяет функциональным уравнениям Малю- 
жинца

X ( z  +  j t / 2 ;  Q) — %(— z - j - л / 2 ;  0 )  =  -
si

X(z — я/2; 0) — %(— z — п/2; 0) =  0

и выражается через специальную мероморфную функцию r]<r>(z), введен­
ную Малюжипцем в работе [8J,

%(z; 9) = 2 cos 0
{т) я/ 2 ( 2  —  0  +  Я )  — T1„/2(Z +  0 ) } , (33)

при Ф =  я  / 2

r\„n{z) =  -
tgz

2я cos z
(34)

Для построения общего решения функциональных уравнений (29), не 
имеющего полюсов при | Re 21 я  /  2, нужно к решению (31) добавить 
общее решение однородного уравнения (29), не имеющее полюсов в по­
лосе | Йе я | = ^ я / 2 .  Если считать, что функции s(z) могут расти при 
| l m z | —>со не быстрее некоторой экспоненты, то такое общее решение 
имеет вид (см. работы [12], [13])
• —-- , п

s0 (z) =  ф (z) ^  Ср sinp z, (35)
Т = 0

где Ср — произвольные постоянные, а п — некоторое целое неотрицатель­
ное число.

Используя, далее, тот факт, что целые периодические с периодом 2л 
функции обращают интеграл (28) в нуль, получим для трансформанты 
s(z) в преобразовании (28) выражение:

cos z +  sin 0t
cos 2 +  sin Ov. {^ox(z; 0i) &oX(z — л; 0t) +  c0 +  Sin z). (36)

Постоянные a0y b0, c0 и c{ должны быть выбраны такими, чтобы выпол­
нялись все остальные условия, наложенные на р(гу ср), т. е. чтобы поле 
р(г, ф) удовлетворяло условию изучения и выполнялось условие (27).

Так же как в работе [10], представляем полное поле р(гу ср) в виде 
суммы геометрической и дифракционной частей, т. е. интеграл в (28) 
представляем в виде суммы того же интеграла по замкнутому контуру 
между горизонтальными частями yi и у2 и вертикальными прямыми, про­
ходящими через точки z =  (геометрическая часть поля), и того же 
интеграла по вертикальным прямым, проходящим через точки z =  ± л  
(дифракционная часть поля; см. работу [10]). Дифракционная часть поля 
асимптотически, на больших расстояниях, является цилиндрической вол-
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бой , расходящейся из точки г — О, поэтому она удовлетворяет условию из­
лучения. Итак, надо найти условия, при которых геометрическая часть 
поля будет удовлетворять условию излучения.

Геометрическая часть поля представляется в виде суммы вычетов 
подынтегрального выражения в (28) от полюсов функции s(z +  cp) при 
| R e z | <  я. Согласпо выражениям (33), (34) и (36) при | Re л | <С я  функ­
ция 5 (л +  ф) может иметь полюса только в точках

Zi =  — <р —  Зя / 2 +  02, л2 =  — <р —  я  / 2 —  02, zs =  — Ф +  я  /  2 +  02,

л4 =  —ф -f- Зл /  2 — 02. (37)
Поэтому геометрическая часть поля рг{г, ф) будет

с (г =  е- » т . ^ ' а) (**ч*{Ь +  Ф) при -  я/2 <  ф <  -  я/2 +  Re 02
г' 9 \  выч s  (л3 +  ф) при — я/2 +  Re 02 <  ф  <  я/2

, eikт sin(̂ 0;) {  выч s (Zz +  ф) ПРИ “  л/2 <  Ф <  я/2 — Re 02
I выч s  (л4 +  ф) при я/2 — Re 02 <  ф <  я/2,

(38;.

где выч5(л| +  ф) — вычет функции $ (л) в точке л =  л, + ф . Таким обра­
зом, геометрическая часть поля будет удовлетворять условию излучения, 
если (см. (37))

выч s(z2 +  ф) =  выч s (—я  /2 — 02) =  выч s (л3 +  ф)
г =  ВЫЧ5(я / 2 +  Oz) =  0. (39)/

Поэтому, согласно формуле (36) и соотношению (см. (33) и (34))

Х( я / 2 - л ; 0 )  = Х( - З я / 2  +  л;0),  • (40)

имеем
Со =  0

fl°X ( у  +  02’ °‘) ~  Ъ<К ~2 +  02; 01) +  с‘ cos °2 = (41)

Используя далее формулы (40), (41) и соотношение (см; (33) и (34) >
cos zx ( z  +  3t ; 0 )  —  x ( z  —  я ; 0 )  = cos z — sin 0

(42)

мы получаем из формул (36) и (37)
выч s (л,-f-ф) =  выч с (— Зя/2 +  02) =  вычб-(л4+ф ) =  выч 5(Зя/2—02) =

=  _  ( f l o + & o ) t g  0 2  ( 4 3 V

sin 0, +  sin 02 ’
Вычислим теперь дифракционную часть поля рд(г, ф). Согласно рабо­

те [ 10]

ря {г, ф) =  ^ -  J  е"‘г сь' {s (— Я +  «  +  ср) — s (л +  й +  ф)} dt. (44);— СО
Из формул (36) и (42) имеем

.  ч /  I Л й о  +  Ь о  f  sin  0js(z — я) — s(z +  п) =  — А Т
sin 02

sin 0i +  sin 02 l cos z +  sin 0, cos z — sin 0 }
(45)
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Подставляя выражение (45) в формулу (44) и учитывая соотношение 
' 1 1

cos (К +  Ф) — sin 0 cos (ft — ф) — sin 0 
cos(9 +  0) cos (ф — 0)=  * (

cosO l +ch t — sin (ф +  0) ch t +  sin (ф — 0) }
а также соотношения (21) и (24), получаем

Рд(Г,ф ) —
(а0 +  b0)tg 02 | е-,Лгх{ s in 0, +  sin 02 

1 при — я /2 <  ф <  — я /2 +  Re 0;
О при — я/2 +  Re 02 <  Ф <  я/2 +

, е*, ».„(Ф+о,) Г 0 “Ри -  "/2 <  Ф <  я/2 -  Re 021
I 1 при я/2 — Re 02 <  Ф <  я/2 J

+ (а, + Ь.) У --^
COS (pi — COS ф5 —i l 2я

ф — ф(

sin (ф — q>i) В (— cos (ср — ер,), кг) ) . (46)

Поэтому, согласно формулам (38), (43) и (46) суммарное поле р(г, <р)
4

равно последнему слагаемому (т. е. (а0 +  & <^^ {...}) в формуле (46),
i=i

Для окончательного определения поля надо найти выражение а0 -j- Ь0 из 
условия (27).

Согласно работе [9], при малых у

В(х ,у)  =  —  p l ny  +  [ l + —  (Y — 1) 1у +  —  у г Ы ^ -  +  0 ( у * ) ,  (47)
я  L я  J .я 2

и, следовательно, при малых у
дВ(х,у)

d'J
2 iy 2 i

=  1 +  — +  — lny +  o (l).
Я  Я

(48)

Согласно формуле (47) В(х,  0) = 0 ,  поэтому на основании формул (38), 
(43) и (46) видно, что поле р(0, ф) не зависит от ф, и, следовательно, не­
прерывно на ребре. Кроме того, согласно формуле (48),

д р (0 ± п /2 )
дг

ik
—  т г (а0 +  b0) .

Из выражений (27) и (49) мы получаем
2со ро Vа0 +  Ь0 = ------- -— . (50)

К
Таким образом, поле р(г,<р) гранично-контактной задачи (25) —(27) 

определяется выражением (23), т. е. совпадает с полем, излучаемым сим­
метрично пульсирующим отрезком в мелком бассейне.
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