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Получены приближенные выражения, определяющие пмпедапц излу­

чения и коэффициент концентрации периодической одномерпой системы 
колец на жестком цилиндре в предположении, равенства импеданцев коль­
ца в копечной и бесконечной системах. Предлагается метод, позволяю­
щий уточнить приближенные формулы. Приводятся результаты вычисле­
ния импеданца излучения и коэффициента концентрации цилиндриче­
ского синфазного кольца, лежащего в бесконечном цилиндрическом 
жестком экране, при различных диаметре и высоте кольца.

В работе Карповского [1] для определения параметров периодической 
дискретной антенны предложен метод, заключающийся в отождествлении 
импеданца излучения равновеликих участков конечной и аналогичной бес­
конечной антенн. В дальнейшем этот метод использовался в ряде работ 
[2—4], причем оказалось, что вычисление параметров для бесконечной 
антенны существенно проще, чем для конечной.

Рассмотрим одномерную периодическую систему 2v +  1 колец, распо­
ложенных с периодом d на поверхности бесконечного жесткого цилиндра 
радиуса а (фиг. 1). Пусть колебательная скорость поверхности колец опи­
сывается разделяющейся функцией переменных <р и z в цилиндрической 
системе координат; кроме того, имеется линейное фазовое распределение 
скорости колебаний v„ =  v exp(m/edcos 0о), обеспечивающее компенсацию 
в направлении 00 относительно оси цилиндра

ъ„ (а, ф, z) =
Vnf(<Q)I<\z),

О, при других Z.
Давление, развиваемое такой антенной, в соответствии с известным 

решением задачи об излучении элемента бесконечного цилиндра [5], для 
случая / ( ср) =  / ( —ф) определится при помощи разложения поля в ряд 
Фурье по <р и в интеграл Фурье по z

р(г, ф,z) = ikpcv
у ш

оо

а-m cos ту
т — 0

Н $ $ г )
№ " Уфа)

е1*2 а \ у

где к =  +  у~ — волновое число в свободной среде, р =  /с sin 0 и у  =
=  к  cos 0 — составляющие волнового вектора к  вдоль осей г и z, соответ­
ственно, рс — акустическое сопротивление среды, а также

1 я 2
ат =  ——- J  /(ф)со8 т у  dip ( е,„ =  |  ’

Л 09 V '
V(y) =  f /^(2) V  v„e-<Tdz,

2, m =  0
т Ф О )■ (3)

— <x> 4 — — v
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IIт (х) — функция Ханкеля 1-го рода, II' (^)
dH{x)

dx В данном
х = г

случае величина
h

V ( y )  =  - — g ( y )  У е - Ы
}'2п ‘

-т(у-7о)^ (4)
?г=—v

есть характеристика направленности системы колец в плоскости ср =

1 Аг
=  const; Yo =  к cos 0„; g  (y) == —  I Р (z) dz — характеристика, (5)

hri
направленности отрезка длиной ft, имеющего такое же распределение ко­
лебательной скорости F(z), как на отдельном элементе решетки.

Фиг. 1

о о,5 1,0 1,5 а/х

Фиг. 2

Подставляя выражение (4) в формулу (2) и полагая г =  а, можно най­
ти давление на поверхности цилиндра, после чего нетрудно перейти к без­
размерному импеданцу излучения кольца с номером п =  п \  используя 
интегральное выражение мощности колебаний на его излучающей поверх­
ности:

л n'd+ft/2
W  =  5 $ Р (а’ z) &  (й> fp> z) d(Pdz =•re n'd—ft/2

kha 
4 я S  «m I «m I* (  I f  (*Y) P Ф , ( N  S  (W ) (6)

m=о —oo

где .S’ == 2itaft, Фщ (*) =  i
ЯЙ> (a:)

affm ’ (ж)
Если просуммировать импедаицы излучения всех колец, приведенные 
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к общей точке приведения, получим импеданд антенны:

kha
iJi £ е т |« - Г ]  Ф„, (pa) |£ (y) « ( y) N y,

— оо

где

(7)

i?(Y) = £  е
Пгш-У

-fn(v-Y0)d ( 8)
— множитель решетки для рассматриваемой системы колец, записанный 
в функции у. Формула (7) совпадает с результатом, который дает исполь­
зование выражений для взаимных имледанцев колец и поршней на жест­
ком цилиндре, полученных в работах [6, 7], при соответственном выборе 
коэффициентов ат.

Так как из формулы суммирования Пуассона [8] следует
00

£ r W  =  ^ 6(Y_ Y n)i
со

л  =  —  со П=— оо
2я

где Y* — то благодаря свойствам 6-функции из выражения (6)
при V =  оо получается формула для полного импеданца излучения эле­
мента бесконечной периодической системы колец па жестком цилиндре

ка h со оо

Zs\ — 2 d £ e , „ | a , „ r £  |g(Y„) | 2 Ф , „ ( М ) , (9)
m =0 n  =  — со

где (3n =  У*2 — Yn2.
Импеданд излучения конечной эквидистантной антенны, состоящей из 

N  =  2v +  1 колец, приближенно определяется как

zs Nzsu (Ю)
если предположить, что все элементы антенны имеют одинаковый импе- 
данц излучения, равный ZSi. Очевидно, что такой метод нахождения нм- 
неданца конечной антенны соответствует аппроксимации периодически 
повторяющихся максимумов множителя решетки (8) рядом 6-функций.

Зпая максимальное давление (2), развиваемое антенной в дальнем по­
ле па расстоянии ?'0, можно вычислить коэффициент концентрации по из­
вестной формуле

Ртах
V Re zs

Для определения погрешности приближенной формулы (10) был про­
веден расчет коэффициента концентрации антенны, состоящей из нечет­
ного числа N синфазных колец в случае / (ср) =  а0 =  1, (am) m=̂ Q =  О, 
когда, в соответствии с выражениями (9) и (10), импеданц излучения ан­
тенны можно записать следующим образом:

£ к Ы Г Ф о ( М ) .

На фиг. 2 и 3 представлена зависимость коэффициента концентрации 
системы поясов на цилиндре от относительного расстояния между центра­
ми соседних поясов при значениях 0о =  0 (на фиг. 2) и 0О =  30° (на 
фиг. 3); кривые 1 рассчитаны по приближенной формуле (12), кривые 2 
соответствуют формуле (7). В обоих случаях было принято ка =  3,5 и 
h =  0,2Я.
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При значениях d/K,  соответствующих появлению единичных максиму­
мов множителя решетки R (y ) в направлении 0 =  0 или 0 =  л, наблюда­
ется резкое скачкообразное падение коэффициента концентрации. Как и 
следовало ожидать, оно зависит от ширины характеристики направленно­
сти решетки в плоскости <р =  const; чем больше N, тем меньше ширина 
областей изменения d Д , в которых происходит падение К  / N. Наиболь­
шая ошибка в определении коэффициента концентрации имеет место 
вблизи скачков его величины, но при достаточно большом N  она невелика.

Д ля значений d /Я, соответствующих монотонному возрастанию К, ошибка 
приближения является незначительной и при небольшом числе элементов 
антенны. Таким образом, во многих случаях при инженерных расчетах 
можно пользоваться приближенными соотношениями (10) и (12).

При необходимости можно существенно увеличить точность прибли­
женного расчета, минуя вычисление интеграла по у  в точной формуле (7). 
Покажем это на примере эквидистантной решетки одинаковых колец, 
равномерно возбуждаемой вдоль оси цилиндра и компенсированной в на­
правлении Во =  arccos(y0 /  к), для которой безразмерныйимпеданц излу­
чения zsу =  Zs /  (рcSN), определенный из выражения (7), равен

Z s /  =  N kĥ a y i em|a„,|2 | ф и (&аУ1 — и2) \g{u)R(u) \2 da, (13)
оо

т~0 —  оо
где при обозначении и =  у /  k (см. выражение (5)),

*(«) =
sin(Mtt/2)

R(u) =
sin[7V(w — u0)kd/ 2]

khu/2  ' '  ' JVsin[ (u — a0)kd/2]
Выделив вещественную и мнимую части импеданца z S k  =  г5Л-' —  i x S s ' ,  по­
лучим

i
Zhn' =  N

kh ка 
4л

ет | а,„ | 2 ( J  А { и )  | R (и) | 2 du
iii=0 -1

1 с о
+  i [ J s „ , ( u ) | f l ( u ) | 2d u +  J c m(u)( | / ?(M) | 2 +  | / f ( - « ) | 2)'du]} (14)

18G



где
Ат(и) =  |g ( u ) |2R eO w(х)у В,„(и) =  | g-(w) 12Im (х),

Ст(и) =  | ̂  (гг) 121ш фт (ix), х  =  ка)<\\ — и2 \.

Уточнить приближенную формулу (10) для zs можно, например, путем 
аппроксимации периодически повторяющихся вдоль числовой оси и макси­
мумов функции |/?(гг)|2 треугольными импульсами и последующего ин­
тегрирования выражения (14) в предположении, что множитель при

]Н(и)\2 в подынтегральных выражениях меняется слабо, так что в пре­
делах импульса его можно считать постоянной величиной. Это тем более 
справедливо, чем больше N, так как при N-+oо функция |Д(гг)]2 пере­
ходит в периодическую последовательность б-функций.

Из выражения (9) следует, что к волповому числу у 0 бегущей волны, 
распространяющейся вдоль периодической решетки колец с периодом d, 
добавляется член 2лп I d, где п  — целое число, этот результат соответству­
ет теореме Флоке для периодических структур [9]. Таким образом, кроме 
максимума в точке и =  и0 функция | Я ( ц ) | 2 имеет максимумы в точках

Я
и =  ип =  и,0 +  —  п (Ю =  0 ,± 1 , ± 2 . . . ) ,  (15)

d
отстоящих друг от друга на расстоянии к /  d.

Положим, что основание аппроксимирующего треугольного импульса 
2Д равно удвоенной абсциссе 2А,/ (Nd) первого нуля функции |Я(п — 
— и0) | 2. В силу соотношения (15) область интегрирования —оо <  а <  оо 
можно разбить на участки шириной к ! d\ середина каждого п-го участка 
лежит в точке и =  и„. Приближенное интегрирование выражения (14) 
состоит в том, что при обозначении у =  и — ип

д

! ( -
Вследствие этого интегралы выражения (14) заменяются суммами; актив­
ная часть импеданца излучения rSN' состоит из вкладов максимумов излу­
чения, для которых |u | ^  1, а остальные максимумы функции | / ?(и) | 2, 
для которых |ы| > 1 ,  дают реактанс х в/ .  В случае, когда максимумы 
\R (a ) \ z находятся на границе \и\ =  1 между областями действительных 
и мнимых углов излучения, будем считать, что вклад максимума излуче­
ния в активную часть импеданца излучения г57/  пропорционален площади 
треугольного1 импульса, находящейся в области | и | ^  1 (фиг. 4).

J  Fm(u) | й ( и ) \2du «  Fm(un)
“»-V“
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Пределы суммирования я, п пг по всем направлениям излучения 0n(u„) 
в области действительных углов устанавливаются неравенствами

А X
Ищ  “f "  А  = =  и 0 -J— —  Yii A  1  \ н П2 А  =  Но Н  ~~ Yii А  1,

сI н

согласно которым номера крайних импульсов, дающих вклад в излучение 
решетки колец, равны

пх =  — entier |

Из подобия треугольников (см. фиг. 4) следует, что площади участков
треугольных импульсов Si,? и Si™ , попадающих соответственно в обла­
сти действительных и мнимых углов, отнесенные к площади всего импуль­
са А, можно определить из соотношения

0™ 
131,2

о г т

1 ^ 1 . 2  _
4 ( £

А ^ ) ‘  ■
1 < 1 U n j , 2  1 <  1 +  Л »

А 1 А 1 - 1

2

2
I ' 1 - A < K l ,2 | < 1 .

При нахождении приближенного значения интегралов (14) площади 
Si*2 и Я”? умножаются на значение функции Рт(и) в точках и =  Ui,2 
(или и =  и™ ), соответствующих серединам участков пмиульсад ™ И д и,то

1 | + 1 - А ) ,
и™ =  у  sign(ti„ I 2) ( | un 121 +  1 +  A).

(17)

Ниже приводится сводка формул для приближенного определения импе-
данца25Л :

ка 1г
оо П2-1

rSy ~  — —  У . em^  Чт | ат 12|  б ^  Л м(ц„) +
п*п,+ 1т=0

+
2  ^Ж  -а,(п„ .)4- а2(и„г)Л(гг./0) j | ,
г=1 ^

(18)

т 7 ^ 1̂—1 П3- 1
* « / »  X j М В» ) + б Л ,  #»(«») +

т=0 п = -со п=п,+1

где

°° 2 1
+  ^  CM(u „ )+ ^  Pi(u„с) + p2(un.) j|,

Я = П2+1 i = i ^

О, Иг <С 2, f  2, Mi — Иг,f и. л* -
I 1, п2 — п, 2; 11, п(Ф  пг\

(19>
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M S2 1 -д ,
I»l >  1 — Д ;

л
Ш '

( В„,(и), ] в | < 1  — Д,
М » ) =  О, 1 — Д <  |и|  <  1 + Д,

I Ст(и), |и|3=1 +  Д;

w(u),  К  |и | <  1 +  Д,
1 — l(u), 1 — Д <  |в |  <  1,

О, 11» | -1 |>Д ;
w(u)Bm(u'') +  [i -  w{u)]Cm(utm),

О,

К | и | < 1  +  Д, 
1 — Д < | » | . <  1,
1Ы-11

W
<“ > = т (

1 +  А — \и 1 / 1 — А — | гг |

Здесь величины ure{im)(u) определяются по формулам (17), в которых 
опущены все нижние индексы. Значениями a t (гг), pi (гг) учитывается то, 
что максимум |Я(гг) | 2 находится целиком либо в мнимой, либо в действи­
тельной области углов; величины а2(гг), р2(и) соответствуют положениям 
максимумов | /?(гг) | 2 в момент прохождения ими границы | и\ = 1 .

Анализ построенных приближенных формул показывает, что они при­
годны и для случая |w0| >  1, т. е. при излучении решетки на высших 
пространственных гармониках.

Используя результаты работы [5] для определения максимального 
давления в дальнем поле путем суммирования вкладов отдельных колец, 
при т =  0 из выражения (11) можно получить

» ! < » .< r a 2. (20)

Значения коэффициента концентрации, вычисленные по формулам 
(18) и (20), соответствуют штриховым кривым на фпг. 2 и 3 (для тех же 
значений параметров, которые были взяты при точных расчетах). Эти кри­
вые проходят между точными 2 п приближенными 1 кривыми K / N ,  по­
лученными ранее по формуле (12); они показывают, что приближенные 
формулы (18) и (19) значительно увеличивают точность расчета импе- 
данца излучения по сравнению с формулами (10) и (12), особенно при 
небольших значениях N. Описанный метод дает хорошее приближение 
к точным значениям как активной, так и реактивной частей импеданца 
излучения; это видно по кривым гВм и xSN' (фиг. 5), вычисленным по 
формуле (14) (сплошные кривые) и формулам (18), (19) (пунктир) для 
N =  9. ка = 3,5, h =  0,2Л, 0о =  30°, обозначения кривых те же, что я 
на фиг. 2 и 3.

Таким образом, приближенное вычисление импеданца излучения и ко­
эффициента концентрации дискретной линейной антенны может быть вы­
полнено с достаточной для практики точностью, исходя из предположения 
равенства импеданцев отдельного элемента в конечной и аналогичной 
бесконечной антеннах, а также путем аппроксимации единичных макси­
мумов множителя решетки треугольными импульсами, что дает дополни­
тельное уточнение приближенных формул при значительном сокращении 
необходимого времени для расчета указанных величин на ЭВМ по сравне­
нию с точными формулами, поскольку вычисление интегралов заменено 
суммированием быстро сходящихся рядов.

Полагая т =  0, N =  1 в формулах (14) и (20), легко найти безраз­
мерный импеданц излучения z' =  г' — гх' равпомерпо возбуждаемого ци­
линдрического пояса высотой h и диахметром 2я, лежащего на поверхности

К khka
W'sN

}Ло (и»),
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жесткого цилиндра того же радиуса, а также коэффициенты концентрации 
кольца К ( 0) в направлении оси цилиндра 0 =  0 и К ( л /2)  в ортогональ­
ном направлении

„ / т  1 , , ,  Г sin(*A/2)
* ( ° )  =  Т Ш 4  - Щ Г ] ' ± -
к ( ? _ \  _  2 h  1 

V 2 / я 2 a \H[l)( k a ) \ Y '

На фиг. 6 представлены зависимости г' и х' от h I % при некоторых фик­
сированных значениях ка\ сплошными линиями проведены кривые г \  
штриховыми — кривые х ' .

0}

\
\ к 4

* ч 1V1 У

1 1 / / 1 

/л 1
/ Л
г '

п 9  П

10

0 8

ОМ

о.г

ка=15_

.3,5

____
ка = о ,5

—

2
£.5__
15

^ ------ -

Фиг. 5

7

Фиг. 6

1,5 h/K

0,5 1 15 Л/Л
Фиг. 8

При h f % <  1 импеданцы г' и х' претерпевают довольно резкие изме­
нения с увеличением h / X, одпако, начиная с некоторой величины h Д  
(тем большей, чем меньше ка) эти изменения уменьшаются и при h I X >  
>  2 значения г' и х'  практически не зависят от относительной высоты 
кольца.

На фиг. 7 при тех же обозначениях показано изменение г' и х  с изме­
нением ка при фиксированном отношении h / X. С ростом ка величины г' 
и х'  асимптотически приближаются к некоторым значениям, очевидно, со-
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ответствующим удельному импеданцу излучения бесконечной полосы вы­
сотой h, лежащей на плоском жестком экране. Начиная с длины цилинд­
ра, равной длине звуковой волны, величины г' и х'  находятся в близком 
соответствии с аналогичными величинами дли равновеликого отрезка бес­
конечного синфазного пульсирующего цилиндра (см. штрих-пунктирные 
кривые, заимствованные из книги Ржевкина [10]).

Рассмотрим зависимость коэффициента концентрации пояса на ци­
линдре от величины h/X.  Характеристика направленности такого пояса 
Л(0) равна произведению двух сомножителей Л,(0) и Л2(0), из которых 
первый является характеристикой направленности линии длиной А, а вто­
рой — характеристикой направленности окружности радиуса а в жестком 
экране. Так как основной максимум /?2(0) соответствует направлению 
оси цилиндра, то Я(0) имеет по сравнению с R t (0) увеличенный уровень, 
в направлениях, близких к 0 =  0. Это обстоятельство позволяет предпола­
гать, что коэффициент концентрации пояса К( п /  2) должен быть сущест­
венно меньше коэффициента концентрации прямой той же высоты.

Как видно из фиг. 8, такое предположение не правомерно: за исключе­
нием области h ! X <  1 (где и коэффициент концентрации прямой, рассчи­
танный по точной формуле, существенно выше 2/ г Д )  коэффициент кон­
центрации цилиндрического пояса примерно равен 2h /  а. Объясняется это, 
очевидно, тем, что лепесток характеристики направленности й(0) ,  направ­
ленный вдоль цилиндра, занимает очень небольшой телесный угол и даже 
при существенной его величине практически не уменьшает коэффициента 
концентрации. В правом верхнем углу фиг. 8 приведены абсолютные зна­
чения коэффициента концентрации кольца К ( л /  2) в области h <  0,ЗЛ.

Интересно отметить, что несмотря на существенное различие характе­
ристик направленности, коэффициент концентрации кольца па жестком 
цилиндре (h/k-*-  0) близок к коэффициенту концентрации окружности 
в свободном поле, который, как известно, приближенно равен ка.
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