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П о л у ч е н о  п р и б л и ж е н н о е  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  у р а в п е н и й  К и р к ­
в у д а  —  Б е т е  д л я  з а д а ч и  о  р а с ш и р е н и и  с ф е р и ч е с к о й  п о л о с т и  в  с ж и м а е м о й  
ж и д к о с т и . О п р е д е л е н ы  х а р а к т е р и с т и к и  и з л у ч а е м о й  п о л н ы  с ж а т и я .  П о л у ­
ч е н н ы е  р е ш е н и я  с о п о с т а в л е н ы  с  р е з у л ь т а т а м и  ч и с л е н н о г о  и н т е г р и р о в а ­
н и я  н а  Э Ц В М  и с х о д н ы х  у р а в н е н и й  К и р к в у д а  —  Б е т е .

При исследовании ряда физических явлений, таких, как электрические 
разряды в жидкости, оптический пробой жидкости и т. д. возникает задача 
о расширении сферической полости в окружающей ее жидкой среде. Эта 
задача была рассмотрена еще Рэлеем [1] для несжимаемой жидкости. Та­
кое приближение справедливо, однако, лишь при малых скоростях расши­
рения полости. Оно становится непригодным, если скорость расширения 
оказывается сравнимой со скоростью звука в жидкости. В таких случаях 
необходимо принять во внимание сжимаемость жидкости, что удобно сде­
лать, для задачи о расширении полости, методом Кирквуда — Бете [2].

Обычно авторы, применявшие этот метод в задачах о пульсациях по­
лости, опирались в своих исследованиях, в основном, на численное интег­
рирование полученпых уравнений (см., например, работы (3—6]). В от­
личие от этого, целью данной работы является получение приближенного 
аналитического решения системы уравпений Кирквуда — Бете для задачи 
о расширении сферы при околозвуковых скоростях ее расширения. Поста­
новка задачи следующая. Пусть сферическая полость, имеющая в началь­
ный момент радиус /?ь и нулевую начальную скорость, расширяется под 
действием давления содержащегося в ней газа. Начальное давление газа 
Pi, превышает давление в жидкости р0.

Предполагается, что изменение состояния газа в полости происходит 
по адиабатическому закону, а также что форма полости остается сфери­
ческой. Влиянием вязкости и поверхностного натяжения пренебрегается, 
уравнение состояния жидкости принимается в виде

р =  А ( р / Роу - В ,  (1)
где А, В  и п — константы, для воды А  =  3000 +  р0 атм, В =  3000 атм, 
п ~  7, р0 — гидростатическое давление.

В приближении Кирквуда — Бете [2] процесс расширения полости в 
жидкости, характеризуемой уравнением (1), можно описать системой 
уравнений [4].
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Здесь введены следующие безразмерные величины:

а Я t
ЯГ Х ~ ~ л

W с

где Я — радиус полости, Р — давление газа в ней, w — энтальпия едини­
цы массы жидкости, у — показатель адиабаты газа в полости,

нулевым индексом отмечены равновесные значения величины. Начальные 
условия:

х  =  0, а =  I, а =  О, ip =  ip1 =  l, r) =  ri(p,), z =  z(p,). (9)
Видно, что число Маха М является основпым параметром, характеризую­
щим режим движения полости (помимо М , другим параметром является 
еще гидростатическое давление р0, входящее в уравнение через отноше­
ние В I А).

Нетрудно убедиться в том, что при малых М  система уравнений
(2) — (6) переходит в уравнение Рэлея, описывающее пульсацию полости 
в иесжима емой жидкости [ 1 ].

Приступая к решению системы уравнений (2) — (6) при М>> 1 заме­
тим, прежде всего, что пропорциональные М  члены, учитывающие сжи­
маемость жидкости, существенны лишь в окрестности минимального ра­
диуса Я ж Я и когда скорость расширения велика. Но именно в этой об­
ласти при М 5^ 1 можпо радикально упростить исходную систему уравне­
ний, что и позволяет ее проинтегрировать. Действительно, оставляя в фор­
мулах (5) и (6) лишь основной член $М2п и вводя новую переменную

т,2 п — 1
и =  — ~aLar\  а =  Зу--------^3 ,43  (10)

2 п
можно преобразовать уравнение (2) к виду, допускающему разделение пе­
ременных:

a du 2
—; -j- =  1 — и'/* +  Ьи — т2 = ------ - ( а  — 2)2 «  0,860,т‘ da п — 1

У а  М',п
п—1

( а - 2 )  «0,985 Mi/n,

Ь, =  ж  0,905 Ж-3'". 
т i

Численные значения коэффициентов здесь и далее приведены для 
п =  1 и у  =  4 /3 . Как видно, правая часть уравнения (И ) представляет 
собой разложение по полуцелым степеням и, причем члены, более высо­
кого порядка, чем не выписаны.
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Интегрируя уравнение (11), приближенно получим следующее реше­
ние, удовлетворяющее начальным условиям (9):

а =  ехр т~2  ̂и +  —  и3/з (12)
Теперь из формул (10) и (12) можно определить зпачение и, соответ­

ствующее максимальной скорости расширения, что позволяет затем опре­
делить С т а х  =  0,4 М~2,п И

Ята* =  0,4М-*/п
V

Е±
Ро

=  0,4 с0М1-У‘\ (13)

Сопоставление с выражением для максимальной скорости расширения 
полости в несжимаемой жидкости [1]

Л™* ~  М, (14)
показывает, что влияние сжимаемости жидкости приводит к замедлению 
расширения полости. Найдем теперь зависимость радиуса полости от вре­
мени. Из уравнений (10) (11) приближенно получим

х  =  — (2и'1 +  а -Ь— <XiU5/s + . .  Л , а, =  (— +  l )  — . (15)
\  2 /  \  2 /  тг

Формулы (12) (15) в неявном виде определяют зависимость радиуса 
пузырька а от времени. Совсем грубо получаем следующую зависимость 
радиуса полости от времени:

а ж ехУгт\  (16)
Отметим, что полученное решение пригодно лишь в окрестности мини­

мального радиуса, где finM2 §> 1. Несмотря на то, что область, где выпол­
няется это условие, занимает малую часть периода пульсации, она суще­

ственна, так как именно здесь велико давление внутри полости и проис­
ходит излучение волны сжатия. Расчет ее параметров можно произвести 
следующим образом.

В приближении Кирквуда — Бете распространение сферической волны 
конечной амплитуды описывается уравнением [2]:

где G =  r(w + с  +  V . Это уравнение означает, что при распро­
странении волны функция G остается постоянной вдоль характеристики, 
т. е. если известно ее зпачение на поверхности излучающей сферы радиу­
са R в момент времени £, то ее значение в точке г в момент t определится 
равенством

G(r, i) =  G(R, t),  (18)
причем

t'V • t =  t -f-
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Вычисление интеграла в правой части этой формулы приводит к вы­
ражению, которое может быть записано следующим образом [4]:

—  =  £ =  Х(ё) +  2Л гЛ  — f  2 ^т L е у d  +  ^ v )
1 +  е Р

Здесь

sr(® )=

21л <1 +  ^ 4
U) esi>(l +  e=£7) J

(20)

G ! аг \
(21)

п +  1 
4со

(22)

Формулы (20) — (22) позволяют получить решение задачи об излу­
чении волны сжатия расширяющейся сферой. В самом деле, определив из 
решения задачи о расширении полости (формулы (4) (5) (16)) функцию 
g{x) =  то<г,е’“*в

где т0 =  n z l -  Мг1п~  1.13м ч*, 6 =  C t ~ 1  M-V», (23>71—1
Л Л

2 т 0

на поверхности полости, из выражения (20) можно найти |(# ) , следова­
тельно, и g(%) в точко г, т. е. найти временную зависимость этой функции

Яш 
0 ,5 0

0 .2 5 -

0
10 /О2

Ф и г . 2

10s W4 
r/Rj

в произвольной точке пространства. Зная функцию £ ( |) ,  можно найти и 
другие гидродинамичесие величины. Например, давление в волне сжатия 
выражается формулой

R 3
р — Ро =  (24)

вытекающей из выражений (18) (21) с учетом того обстоятельства, что 
Р --- Рй Р Ро— “—  при ---   ̂2 ^  1. На больших расстояниях от расширяю­

щейся сферы, т. е. при r ^ > R u общее выражение (20) упрощается:

ъ =  х + - — — — m 3g\nl—
CqX xli

(25)

Это выражение показывает, что в отличие от линейного приближения, 
которому соответствует второй член в правой части формулы, в нелиней­
ном приближении скорость распространения разных точек профиля раз­
лична, что приводит к изменению формы волны при распространении и 
образовании ударного фронта. Величину g* и положение разрыва можно
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определить из условия сшивания решения (24) с соотношениями па фрон­
те ударной волны [7], что приводит к следующему уравнению для ga:

*(gj

* ' |п ж  -  - ш  S s d x - (26>
х  tem ax)

Подставляя сюда выражение (24) для g3, нетрудно установить, что при 
х а ^>x(gm9X) значение интеграла в правой части этой формулы асимптоти­
чески приближается к постоянному значению

j g d x z z  0,8 M~Wn. (27)

(28)

Поэтому на достаточно больших расстояниях, где
1

*1 >
величина g6 приближенно определяется формулой

0.6
gs«  —___ ____ . (29)

yin r/RtM"/*
При этом профиль волны оказывается слабо зависящим от его перво­

начальной формы и близок к экспоненциальному:
PiRi

Р — Р о g*e-</9 (30)

где 0 может быть определена но величине смещения точки профиля, вы­
шедшей на передний фронт волны в точке г:

R I0 ~ 4 —  yin r/R!
с

-Спектр импульса оказывается зависящим от расстояния

| F ( c o 0 ) |=  в Р , Н , 8 ‘

(31)

г y i  +  со202
Излучаемая при расширении полости акустическая энергия

(32)

W —  J  pvAnr2 (it =
4лр0 Ri

j № (33)
О

v  *

Принимая приближенно, что j' j' gz dz и учитывая, что основная
о о

доля энергии излучается за промежуток времени от 0 до т, получим, вновь 
используя выражение (23),

с х3М3,п '  ’
'Соответственно, доля излученной энергии определяется соотношением

Щ у - 1 )  3
х =  — ^ ----- L  =  — (у -  1)М1_3/п.

•— яЛ Д ,3
(35)

Для выяснения степени точности полученных результатов для отдель­
ных значений числа М  было проведено также численное интегрирование 
•систем уравнений (2) — (6) и (20) — (22).
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В результате расчета, из сопоставления энергий полости в момент мак­
симального расширения и максимального сжатия, была определена зави­
симость %{М), изображенная кривой 1 на фиг. 1. Кривая 2 построена по 
приближенной формуле (35), кривая 3 соответствует предположению о не­
сжимаемости жидкости [2].

На фиг. 2 представлена зависимость безразмерного скачка давления на 
фронте ударной волпы от расстояния, построенная по формуле (29). Там 
же точками нанесепы результаты численного расчета. Как видно, полу­
ченное решение удовлетворительно согласуется с результатами числен­
ного расчета при околозвуковых скоростях расширения сферы.
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