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ИЗЛУЧЕНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ РЕШЕТКОЙ ПРИ ЗАДАННОЙ 
МАЛОЙ АМПЛИТУДЕ БЛИЖНЕГО ПОЛЯ ЗА РЕШЕТКОЙ

В . JT. И в а н о в

Рассматривается вадача об излучении плоской волны активной ре­
шеткой, элементами которой являются круги радиуса а  <  h , где 2 h — 
период решетки. На элементах решетки задается такое распределение 
потенциала скорости, что по одну сторону решетки излучается плоская 
волна, а по другую сторону, начиная с заданно го расстояния hi, поле по 
модулю не превосходит е.

Задача об излучении плоской волны периодической активной решет­
кой состоит в том, чтобы на элементах решетки задать такое распределе­
ние потенциала скорости, чтобы по одну сторону решетки формировалась 
плоская волна, а по другую сторону решетки поле на заданном расстоя­
нии от оси решетки по модулю не превосходило е. Математическая фор­
мулировка задачи следующая. В плоскости хоу вдоль оси у расположена 
периодическая решекта (фиг. 1), элементами которой являются круги ра­
диуса а <  h, а уравнение m-го контура L m решетки имеет вид | те =  £0 
г\т =  Ло +  2hm, go =  a cos <p, t'lo =  a sin <p, 2h — период решетки, m =  0 
± 1 , ± 2 , . . . ,  0 ^  <p 2л. Поле вне решетки удовлетворяет однородном^ 
уравнению Гельмгольца

(Д + Я 2) £ /(* ,* ,)=  О,

краевому условию
dU/dn\Lm=  f m, ™ =  0, ±  1, ±  2, . . . ,

условию квазипериодичности
U(x, у) =  exp (—2iKhmsin Q) U (х, у +  2hm) (3)

и условию погашаемое™ Г. Д. Малюжипца
| exp (—iKy sin 0) U(x, у) | <  оо при 1ш К  >  0 для всех (х , у) б D, (4)

где D — внешность решетки, —л/2 <  0 <  я/2.
Задача состоит в том, чтобы определить f m так, чтобы поле U(x, у) 

удовлетворяло условиям

U(x , у) =  exp[£A(xcos 0 +  у sin 0)] +  О £ехр ^— ^ ) ]  * 6 >  О,
х
И

оо.

и {х, у ) = х Р(*,у),  | Ч '(х, у) | ^ е  при х  <  — hi — а,
х  \  л  х

V !) J •; Л —  “ ■ в > а
Здесь hi +  а — заданное расстояние от оси решетки.

(5)

№(*,У) \ = = о[ехр  ( — 6
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Воспользовавшись условием (3), сведем задачу (1) — (5) к задаче на­
хождения поля V (х, у) в области

П =  {(#, у) : (—оо <  х  <  оо, —h ^  у <  h) П CL*},
где CLq — внешность круга с центром в начале координат. В II опреде­
лим функцию 7(а\ у ), которая удовлетворяет однородному уравнению 
Гельмгольца

(A +  K*)V(x, у) =  0, (6)
краевому условию

dV/dn U, =  /o, (7)
условиям

V(х, —К) =  exp (—2iKh sin 0) V(х, й), 
d /dyV (x ,  —h) =  exp (—2iKhsinO)d / dyV (x, h) (8)

и условию погашаемости (4). Функция /о должна быть выбрана так, что­
бы для V (х , у) выполнялось условие (5). Доказательство теоремы един­

ственности при заданной /о приведено в работе
[1] для задачи Дирихле и без изменения перено­
сится на задачу Неймана.

Поскольку в П поле V (х , у) удовлетворяет 
всем условиям задачи (6) — (8), то в силу теоре­
мы единственности в П U(x, у) =  V(х, у). Если 
V (х , у) найдена» то U (х, у) в D определяется по 
формуле (3), поэтому можно считать задачу (1) —
(5) решенной, если решена задача (6) — (8). Бу­
дем искать решение задачи (6) — (8) в виде

Ф и г . 1

V  { х ,  у )  =  (9)
Lo

где p,(g, rj) — неизвестная плотность, g =  acoscp, 
П =  a sin ф — уравнение контура L 0. Функция 

G(g, г], х , у) есть решение задачи о точечном источнике, расположенном 
в точке (g, т]). Точка (g, т]) лежит внутри полосы —оо <  х  <С оо, 
— h  ^  у  ^ h .

G (|, ii, х, у) =  exp [ i X ^ « ] /  f a 2 — k2X

X

sh |^ 2  — j j Уа2 — ft2j  +  exp[ — 2iftsign(r) — y )sin 0] X

______________
ch(2Va2 — ft2) — cos (2ft sin 0)

m

da ,

где ft =  Kh  — безразмерный параметр, контур С показан на фиг. 2. Ин­
теграл, стоящий в правой части формулы (9), обладает свойством коле­
бательного потенциала. Подставив выражение (9) в формулу (7), получим

|A ( g i ,  T|t) ч — jV(g,r|) —  G(S,4,6i.4i)* =  — / о ( Ь , Л » ) .  (11)
ч

где djdn — производная по нормали к контуру Ь0 в точке (gt, т],) £ L 0.
В прямой задаче дифракции плоской волны на периодической решет­

ке интегральное уравнение (11) служит для определения неизвестной 
плотности jx(g, ц ), поскольку /о известна. В обратной задаче \i(l, ц) 
будет находиться из других соображений, а формула (И ) дает связь 
между |x(g, т]) и /о.
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Займемся отысканием такой функции р, чтобы выполнялось условие 
(5). При х <  —а ноле V (х , у) можно представить в виде

V (ъ У) =
iexp[ikh ‘(—о: cos 0 +  у sinO) ] J X

1 СО

+ 1 1

2к cos 0
X ехр[—ikh~l (—|  cos 0 +  Л sin 0) ]d$ +  

expj —  У[яга +  ( — l ) z&sin0]2—k2-{-i —  [A sin0+( — l ) 1 nn] j
к fl it J x

1=0 11 = 1

X

2 У [ял +  (—1)' fcsin 0 ]2 — A2 

jv t t , r])exp  | --- ^-У[л/г +  ( — l)'£ sin  0Ĵ  — A2
(12)

i-^-[&sin 0 +  ( — 1) ' nn] jds,

а при x >  а ноле V (x, у ) имеет вид
i exp [Ш г1 (a: cos 0 - j -  У sin 0) ]

K(o;,y) =
2/c cos 0 J.u(s,ri)X

1 <00 exp

X exp[— ikh 1 (g cos 0 +  Л s in 0) j ds +
. Уу [ял +  (—l)'/c sin в]2— [A sin 0 +  (—1)'яге] l  

, v~i <■ n h )
1 1 --------------------------------  = ---------------------------------- X
1=0 ». = 1 2У[ял +  (—l ) 1* sin0]*-A *

X  j n ( | , T | ) ' e x p | - | - У [ я г е  +  ( —  l ) ' A s i n 0 ] 2 —  A 2 —

L0

— 0 +  (— 1 )‘nn] jds.

Легко видеть, что в формуле (13)

(13)

3 оо
I =  0[exp(— 8xh *)], б >  0, bxh-' ос.

1—0 Н=0

Вернемся к  представлению (12) и потребуем, чтобы при х  ^  —/г,, начи­
ная с номера п«

ехр {~У [яге +  (—1) 7с sin 0]2 — А2 +
'  • i h

У-(*,У)
1 СО

г . Е

+  sin 0 +  (— 1)'лтг] |

/=0 п — П г
2У[л/г +  (— 1)7с sin 0]2 — к‘

- X
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X  J |А($,Л)ехр j — y[nn  +  ( — 1) lk  sin 0]2 — kz —

— i«-^-i[/csin 0 +  (— l ) !nn] | ds 6,

а сама функция р(£, rj) удовлетворяла следующей системе функциональ­
ных соотношений:

2яJ  р, (а, ср)ехр[— iz cos(<p — 0) ]d(p =  1,
о

2 я

J  Pi (а, (р) exp [iz cos (ф +  0) ] dtp =  О,

2п
J  P i (а, ф) ехр[— iz зт (ф  — ф.,) ]Ар =  О,
о

(15)

где

2л
J  ц, (а, cp) exp [iz sin (<р +  iys) ] dtp =  0, /  =  1 ,2 ,. . . ,  n0 — 1,
0

za
M* = 2к  cos 0

p, z =  kah~\

i о У (я/ +  & sin 0)2 — к2 я / +  к sin 0sh Pj =  — ---------- --------------- , ch pj =  r----
A: A:

( is )

У (я/ — к sin 0)2 — /с2 я/ — A: sin 0
sh Yj = ------------ ------------- , ch -у? =  '----к к

Если pi (а, cp) удовлетворяет системе (15), а п0 выбрано так, что выпол­
няется оценка (14), то условие (5) выполнено. Будем искать решение 
системы (15) в форме

|  2по-1

М «. <p) =  - ^ I 2 6me"Im'  (17)
7Я —О

Разложим экспоненты, стоящие под знаком интегралов в формуле (15), 
в ряд Фурье и подставим выражение (17) в формулу (15). В силу орто­
гональности тригонометрических функций мы получим для коэффициен­
тов Ь„1У т  =  0, 1 , . . . ,  2тг0 =  1, систему 2п0 алгебраических уравнений:

^  —imO—i 2 2 L

2  *>«■
2По—1 . . . .  mrcтв+i -г-

=  1, 2  Ьте Jm (г) =  0, (18)
т=о т=0

2по“! 2 no— 1
^ b memPj(— (z) =  0, bme~m4iJm{z) == 0, /  =  1 , 2 , . . . , га0 — 1,
т = о т=0

где / 7„ (z) — функции Бесселя. Решая эту систему, находим коэффициен­
ты Ьт и, следовательно, pt (a, ф) и р (а, ф). Далее, подставляя найденное
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значение р(а, <р) в формулу (11), определяем /0. В силу условия кваз! 
периодичности

/т ( | ,  "П +  2/гтгс.) =  exp(2ifcm sin'0)/o( |, tj). (19
В приведенной выше схеме определения f m неизвестно число п0. 

дем определять число п0 при достаточно малых к. В этом случае

VV 2 л/
/с ■Ч£Н£)

Ж 1
т

( Т )

т 1
m !' \  h /  гм!

поэтому вместо системы (15) следует рассмотреть систему

P i  ~  V i-

(20

2 я

J" fXi (а, <р)ехр[— iz cos(tp — 0)]dcp =  1,

2я
J  р, (а, ср) exp [iz cos (<р -f- 0) ] с&р =  0,

2п
J  (л.,(а,ф)ехр[— iz sin(cp — ip,)]d<p =  0, j  —  1 ,2 ,---- ,п„ — 1,
О

a pi (а, ф) искать в виде
1 -7'0.

‘<“’ф ! =  2 ^ Е 4- е" ”м 2л
(21

т=0
Тогда, вместо системы (18) получим, учитывая формулу (20), систему;

По !

2 *
- г т { » + i - ) , k a \m 1 «О

т*
т=о 2k т\ =  1,

Аа гп
т ’

т=0 2h =  0

Пд « ft} л

£ Ч ~ Т г )  W>” 0, , =  1’2.......7/1=0
Отбросим члены порядка /с и выше, тогда

,#в
Ьп =

2cos0
bi =

ih
ка cos 0

(22]
no

Ы - Ч )

711 — 1 1 i/i
m! /ca cos 0 ’

/  =  1 ,2 ,. . . ,  n0 — 1.
771=2

Определитель матрицы системы уравнений (22) есть определитель Ван­
дермонда, поэтому решение системы (22) имеет вид

. и ih г ih / h \ n°-1bo =  ------ г ,  bl =  - -------bno =  - ---------------—( ---- I no, (23)
ka cos 0 \  па I

bm-ri --

2 cos 0 ’ ka cos 0 ’
ih {m +  1)! /  h( ti \ m

----  Ono- m-,, m =  1 ,2 ,. . . ,  n0
л  a /ka cos 0 (ra0 — 1)! \  na

где On̂ —m—i — сумма всевозможных произведений чисел 1, 2 , ,  п0 — 1, 
взятых в количестве п0 — т — 1. Подставляя выражение (23) в формулу
(21), получим для функции ц(а,<р) выражение:

ке‘° 2h / h \  "«п„ . „ ,
м » ,ф> = — -+— « - +  - )  V е ' +2лга яа‘

п0—2 « 7
+  £ - ( - )

h \ m+l (irc +  1)!

771=1
(щ — 1)!

СУ 71о-77Х-1̂ _а(771 +  1)ф (24)
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Подставляя выражение (24) в формулу (14) и интегрируя, имеем
V'{x,y)  | =

1 со

- Е Е

exp {- i  у [Лп +  (—1) 7с sin 0 ] А2+ i ~ [ к  sin 0 +  (—1) ‘лп] \  

----  ----------------- . .Т—-  —---------------------- х
1—0 J* — /I
п в- 2

2М [пп .+ (— l)7csi.n0]2 — к~

x [ V ( - i  r ( j - ) " ' (l,‘ +  1)'
L^-J \  па} (п0 — 1)! a no-w- 1e<w+1,<Wm+1 (z) -  —  e»njt (z) +

h

—i na

+  ( ~ )  °и. ( - 1 ) я̂ п/ Ио(2) + 0 (А ) ]

Считая к достаточно малым, для | V  (х, у) | можно написать оценку

ехр [ — у (лп  — к  sin 0) - — Лг j
V* (*, |/) | ^  £

У(тг — к sinti)* — lr
« +

nm+1 П“‘
+  E ‘- 1> - " y ^ = i j r e ------ -+ ‘- 1> " 7 Г Г

re"°

| ( n  — Asin0)
1 re"0-1

sin 0)2 — A2 4 ”1 „, /  +  1'■="0 | '2 ^ )
X

X  e x p  [ —  ™ ^ + а ) У ( 1 - ^ ) ‘ - £ ] .  

где Г (а:) -  гамма-функция. Потребуем чтобы

h r \  п / я 2
тогда

i v*(x,y) Поп° - 1 ехр (—С,/г0)

У (я — A sin О)2 — к"- Г2 ( —  2~-— } [ ! - *  ехР (-С , +  1) ]

ехр {— и0(С, — 1 — In 2)}

откуда
У (л — ksin  0)“ — к2 2У2я[1 — ехр(—С, +  1) ]

=  е,

п0
= ч

— In (V (л — A sin 0)2 — А2 2У2п е[1 -  е х р (-  С, +  1) ]>
Ci — 1 — In 2 )

(25)
В случае произвольных |А;| <  л /2  поступаем следующим образом: по 
задаппому к  по формуле (25) находим nQy решаем систему (18), опре­
деляем ц(£, г]) и подставляем ц(£, rj) в оценку (14). Если неравенство 
не выполняется, то увеличиваем п0 на подходящее число (например на 
единицу) и повторяем процедуру.
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