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Рассмотрен вопрос о генерации «звука вращения» телом, движущим­
ся по окружности с постоянной угловой скоростью вблизи акустически 
жесткого или мягкого шара. Показано, что при определенных условиях 
наличие шара существенно влияет на генерацию волн как в длинно­
волновом, так и в коротковолновом приближении. Получены формулы для 
расчета давления в этих приближениях.

в

Теория излучения «звука вращения» в безграничной однородной среде 
рассматривалась в целом ряде работ [1—4]. В реальных условиях непо­
средственно вблизи вращающихся тел, генерирующих звуковые волны,, 
обычно расположены твердые или упругие тела. Так, например, вблизи 
воздушных винтов находится фюзеляж самолета, гребные винты располо­
жены около корпуса судна. Совершенно ясно, что тела, находящиеся вбли­
зи излучателя, должны существенно влиять па характеристики излуче­
ния, такие как распределение интенсивности излучения по. частотному 
спектру звука вращения и по углам.

Эти вопросы и рассматриваются ниже.
При этом мы не учитываем такие стороны задачи, как конечность раз­

меров и кривизна поверхностей реальных излучателей (например, лопа­
стей винтов), а также неоднородность поля скоростей вблизи них. Источ­
ник возмущений в среде, движущейся по окружности вблизи акустически 
жесткого или мягкого шара *, предполагается точечным, т. е. его размеры 
считаются много меньшими радиуса шара и радиуса окружности, по кото­
рой он движется [3]. Предполагается также, что шаровое тело неподвиж­
но, т. е. собственное излучение шара отсутствует. Иными словами, рас­
сматривается только дифракция звука вращения на неподвижном шаре.

Задача об излучении звуковых волн винтом, вращающимся вблизи бес­
конечно протяженного круглого цилиндра, ось которого параллельна оси 
вращения винта, была рассмотрена в работе [5].

Уравнение для возмущений давления р  при наличии в среде силовых 
источников с плотностью f имеет вид [3, 6]

1 д 2р  7
A p - 7 ^ F  =  d iv f ’ (1)

—*
где с — скорость звука, f — плотность сил, действующих на среду со сто­
роны движущихся тел.

Пусть тело движется по окружности радиуса г0 с постоянной угловой 
скоростью со0. Предположим, что ось, вокруг которой вращается тело, про­
ходит через центр шара радиуса а (см. фиг. 1). На поверхности шара 
выполняется одно из двух граничных условий

др
Р =* 0 или — 7 = 0 при R  =  a. (2>

__________  о К
* На «акустически жесткой» поверхности равна нулю нормальная компонента 

скорости, а на «акустически мягкой» равны нулю возмущения давления.
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На фиг. 1 показана сферическая система координат й, 0, ср с полярной 
осью, выбранной вдоль оси, вокруг которой вращается тело.

Как само движущееся тело, так и силовой источник, описывающий 
взаимодействие его со средой, мы будем считать точечными [3], а плот­
ность источника в сферической системе координат й. 0, ф представим с по­
мощью обобщенных функций.

f = —  ̂б (0 — 60) 6 (й — Ь) 6 (ф — wot), (3)
Г0Й

где еФ — единичный вектор касательной к траек­
тории движения тела, г == 6 sin0o — радиус 
окружности, б — символ функции Дирака. Здесь 
для простоты предполагается, что на тело не 
действует подъемная сила, т. е. FR =  F e — Q, 
и взаимодействие со средой сводится к силе ло­
бового сопротивления Дф = F  *. Комбинация 
функций Дирака в соотношении (3) означает,, 
что источник движется вдоль широты 0О с утло- х  
вой скоростью ‘со по окружности, лежащей на по­
верхности сферы радиуса b (фиг. 1).

Уравнение (1) с источником возмущений (3) напишем в сферической 
системе координат

Фиг. 1

1 д
W d R

(я-i n
\ дШ

+
1 д

i??sin20 <9ф2 Й2эт0 (90 
Fb'  (ср — aot)

(Sisin0
д р \  1 дгр
дв ) d t ■

r0fl2 sin 0 б(0-8„)6(й-&). (4)

Для нахождения решения уравнения (4) с граничными условиями (2) 
удобно воспользоваться методом функции Грина. Используем известное 
представление для периодической 6-функции

л ±2-
6 ( ф  -  сооО = --V (5)

2тсП = — ОЭ
Искомое решение представим в виде разложения по гармоникам основной 
частоты со0:

+<°

р = Л ? m  01 ф) в " 4 ж ч  ( б )
771 =  — С О

Из соотношений (4)-(6) получаем
1 д (й

дрт
)

+
д2Р771

й2 <9Й\ 9R  }  й2 sin2 0 (9ф2 й2sin 0 30  ̂sin 0 "уТ”  j + ш2к 02р

imFeimф 
2яг0й2 sin О6(0-0о)6(й-Ь), .(?)

где к 0 =  О)о / с. Функция Грина для уравнения
б ( ф “ фо) 6 ( Д - й о ) 6 ( 0 - 0 о)A G +  k 2G =

ййп sin 0 ( 8 )

* Обобщепие па случай источников массы, движущихся по окружности, а также
учет наличия подъемной силы не представляет принципиальных трудностей, но
сильно усложняет ход вычислений и вид окончательных формул.
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с граничными условиями
dG

G = 0 или -2— = 0 при R  = а (9>
uR

в сферических координатах находится известными методами [7—8]

G = - j -  ̂  ^  (— 1)' (2п  + l)P,r‘ (cos 0o)̂ n'(cos 0)exp[i£(cp — ср0) ]Х
Пи» 0  Ijzi — сл

X

[  i|)„ (&R) -  V  (.k R ) J a|)„ (А Д „) , Д» >  R

[  tt)„ (А Д .)  ~  (АД„) ]  £»* ( * Д ) , Д  ^  Д.

(Ю>

В формуле (10) Р,/ — нрпсоедипенные функции Лежандра первого рода

Г ( и  +  w  +  1 )
(11)

Для сферических функций Бесселя использованы обозначения Зоммер- 
фельда

* . ( * ) =  ( - £ ■ ) * /« + * ( * ) ,  d ,'1>( ® ) = ( ^ - ) А Д 2 Й ( * ) ,  ( 1 2 )

где /„+>/,, Ял+v, — соответственно функции Бесселя и Ханкеля полуцслого 
порядка. В выражении (10) для удобства записи введен оператор

L  =
1 для мягкого шара, S  — случай,

d
d (ка) для жесткого шара, Т  — случай. (13)

Решение уравнения (7) представляется в виде интеграла типа свертки
P m  ( R >  9, ф) =

imF
2 лг 0 2

с о  я  2 лJJ J 6 ( Д . - Ь ) б ( 0 , - 0 о ) е ‘м^ С ( Д , О , Ф , Д . , 0 ' , Ф о ) й Д . < 1 9 ' й ф . .
а 0  0

(14)
Вычислим интеграл (14) и подставим его значение в формулу (6). 

Таким образом, окончательно получим

р =  V V  пг2(2п +  1 )P„"m (cos 0O)P„W (cos 0)exp im {cp — co0t + л) X 
2 л г 0

C O  0 0

T 7 ? = i  7i =  0

X [ip.(mfcofl)- £,‘ (mk0R)  ]EJ(mp). (15>

при R <  b, 

ikaF
o j  0 0

p = 1 0 - V 1 V 1 77i2 (2rc + 1) Pn~m (cos 0o) P nm (cos 0) exp im (ф — (o0£ — я) X 
2 я Го ^  ^W= 1  »n= 0

x  V  (»P) -  e - ‘ ( ™ P )  ]  5 - *  ( « а д ,££«* (;«a) J
(If))

при R >  b.
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Здесь а = к 0а — безразмерный акустический радиус шара, р = к0Ь. Сле­
дует иметь в виду, что при целом п и т  Р пт(х) =  0 при т >  п  [9]. Из соот­
ношения (16) видно, что при больших В  в волновой зоне, возмущения 
давления состоят из дискретного эквидистантного спектра волн, являю­
щихся гармониками основной частоты (о0. Дальнейший анализ формул 
(15), (16) проводится теми же методами, что и в задачах о дифракции 
монохроматических волн на шаре [8, 10—12].

Рассмотрим случай релеевского приближения, когда для N  первых гар­
моник звука вращения выполняется условие

(тар)<1, т  = 1, 2, 3, N ,  N^>  1. (17)
При этом та  < 1 в силу условия а ^ Ь .  Возьмем первые члены степенных

(2 л - 1 )!!
рядов

Ф Д * ) -
X

£»*(*)“  -*■ .п + 1 (18)
( 2 га+  1 )!!

(2ге± 1)!! = 1-3-5... (2га± 1).
Выражения в квадратных скобках формулы (16) соответственно для Т  

и s-случая принимают вид:
ф„' (та)

4>»(та0)
tn1' (та)

■ U ( m  р ) «
(тар)"

( 2 га +  1 )

г га / а \  271+1 т
п‘[ 1 + "га+Т IT / J ’

(19)

ф..(тар)- фп(гагд) 

S»1 (гага) С»1 (тар) -
(гагр)

( 2 га Н- 1 )!!

Для гармоники номера т  ( m < N )  сумма по п  в формуле (16) начи­
нается с номера п  =  т, так как Р пт (х ) = 0 при п <  т. Следовательно, пер­
вый члеп ряда по п представляет собой секториальпую гармонику 
Ртт (cos 0). Остальные члены ряда по п в формуле (16) малы, вследствие 
условия (17). Воспользуемся известными соотношениями [9]:

т т

Р~т (X) = ( 1  -  X2) 2

т\2 т Р тт (X) =
(2т) ! (1 -  хг) 2

rai!2 m

(2т)! = 2™(ire!) (2тга — 1)!!.

( 2 0 )

( 2 1 )

Таким образом, в волновой зоне излучателя и шара при условии 
(тк<Д) > 1 из формулы (16) с учетом формул (19)-(21) находим

F
N

Р т у
2 лг 0

т
(тМ  sin 6)т

2 пт\ [1  +
т

т + Д т П sin (ту) 
R

( 2 2 )
7 П = 1

N

Ps = 2 nr. L
Т7? = 1

т
(/raiJfsinG) 

2 ’" га?!

772
Н £ П sin (ту)  

R~~
(23)

/  В  \
у =  о)о у -----— Ф — я / 2 ,

где М  =  о)0Ь sin 0ь / с — акустическое число Маха для источника, движу­
щегося по окружности радиуса r0 = fesin00. Отметим, что при а = 0 фор­
мулы (22), (23) совпадают с формулой для давления звука вращения в 
свободном пространстве при М  < 1 [3]. Из соотношений (22), (23) видно, 
что амплитуды давления в волповой зоне увеличиваются, если вблизи
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излучателя помещен жесткий шар, и уменьшаются в случае мягкого шара 
при прочих равных условиях. В Г-случае, когда а =  ЪУ амплитуда давле­
ния первой гармоники возрастает в полтора раза, а на высоких гармониках 
(1 < Trâ iV) — в два раза по сравнению с амплитудами соответствующих 
гармоник в свободном пространстве. Наличие мягкого шара вблизи излу­
чателя сильно уменьшает амплитуды всех гармоник, а при а  = Ь излуче­
ние вообще отсутствует. Деформация диаграмм направленности излуче­
ния проявляется лишь в следующем приближении, если учесть члены,
содержащие функции Pm*i(cos 0).

Рассмотрим теперь случай (та)  > 1, т. е. выясним влияние шара, рас­
положенного вблизи излучателя, на коротковолновую часть спектра зву­

ка вращения. Этот случай реализует­
ся при любом приведенном радиусе 
шара а = к 0ау если номер гармони­
ки т  достаточно велик, чтобы выпол­
нялось условие т а  > 1. Здесь под­
робно анализируется только случай

а = к 0а  > 1, (24)
когда для всех гармоник звука вра­
щения, начиная с первой, выполняет­
ся условие т а  >  1 *.

Известно, что при условии (24) 
члены рядов по гг в формулах (22), 

Фиг. 2 (23) для любого фиксированного т ,
очень медленно изменяются по абсо­

лютной величине с ростом п  вплоть до гг ^ та.  При п  > т а  члены этих 
рядов убывают с увеличением п. Следовательно, ряды по п  сходятся, но 
при условии (24) число членов ряда, которые существенно влияют на 
амплитуду давления гармоники номера wt, имеют порядок та. Поэтому 
для анализа коротковолновых приближений часто используют преобразо­
вание Батсона [10—12]. Оно основано па известном интегральном пред­
ставлении для рядов

Г

п = 0

Контур Г интеграла (25) в комплексной плоскости v показан на фиг. 2. 
Он охватывает полюсы подынтегральной функции, лежащие на действи­
тельной полуоси -V = п  + !/2, п =  0, 1, 2, 3 ... Представление (25) спра­
ведливо, если функция g (v )  является аналитической внутри контура Г. 
Этому условию удовлетворяют общие члены рядов по гг в формулах (15),
(16). Применим соотношение (25) к выражению (16):

iF
8 лг0 (рЯ)1.

со

2 §rvт= 1

—т т
sec (nv) _1 _ (cos 0О) Pv_

2

(cos G) X
2

X j tf  va (mP) -  ffv1 (mP)j H.,1 (;mk0R) exp i [m (cp -  со 0t +  л)

при R > b .

w ] ,

(26)

* Расчеты, которые здесь пе приводятся, показали, что в случае а ̂  р 1 основ­
ная часть излучаемой энергии приходится па первые гармоники звука вращения, 
для которых справедливо рэлеевское длинноволновое приближение (22) — (23). В ко­
ротковолновом приближении (р<̂ 1, амплитуды давления рт быстро умень­
шаются с ростом т рт ~ т~т при т^> 1.
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При выводе формулы (26) учтено условие т а  >  1 для жесткого шара, 
использованы функциональные соотношения (12) и тождество

(у) ’ (ж)"  т  [  (ж) _
Д Л у )
Д Л г / )

е л * ) ] .  .(27)

Во всей комплексной плоскости v  подынтегральная функция в (26) имеет 
полюсы не только на действительной оси, по и в точках, где выполняется 
условие

L H * ( m a )  =  0.
Нули функции Ханкеля И? (та)  и ее производной при тшх > 1 располо­
жены в первом и третьем квадранте плоскости v [10]. Особенно простой 
вид имеют выражения для пулей этих функций, получаемые из тригоно­
метрической аппроксимации Дебая [10]

V, =  т а  + ± s =  1,2,3..., (29)
2 4

где (+) относится к случаю £ = 1, а (—) — для случая жесткого шара. 
Выражение (29) дает нули функций (28) только в первом квадранте. Они 
расположены вблизи линии А А '  (фиг. 2).

Без ограничения общности положим 90< л / 2 и с  помощью интеграль­
ного представления (26) получим возмущения давления в приближении 
геометрической акустики. Разобьем интеграл в (26) на два, пользуясь тем 
обстоятельством, что

sec(nv)exp(—mt) = 1 — i tg(jtv). (30)
Ясно, что первый интеграл уже не имеет полюсов на действительной оси, 
т. е. внутри контура Г. Деформируем контур Г в путь L , проходящий час­
тично вдоль действительной оси I mv =  0 (фиг. 2). Как будет видно из 
дальнейшего, на этом пути у подынтегральной функции имеются две точки 
стационарной фазы. Известно, что этот интеграл при таком способе вычис­
ления дает приближение геометрической акустики. Во втором интеграле, 
содержащем tg (лд>) (30), контур интегрирования Г деформируется в пет­
лю Г1 , охватывающую полюсы подынтегральной функции, определяемые 
соотношениями (28), (29). Этот интеграл вычисляется с помощью теории 
вычетов и, как известно, дает поправки к приближению геометрической 
акустики. Поправки обусловлены «ползущими» волнами. Этот интеграл 
полностью определяет характер возмущений в области акустической тени 
шара. Как известно, вне области тени поправки к приближению геометри­
ческой акустики очень малы, поэтому в дальнейшем вклад «ползущих» 
волн пе учитывается [10—12]. Более того, мы рассматриваем только слу­
чай дозвукового движения источника по окружности, когда выполняется 
условие

Р sin во = М  <  1, (31)
где М  — акустическое число Маха для источника, движущегося по окруж­
ности. Из соотношений (24), (31) получаем

sin 0о < — < 1. (32)
т а

При этом можно воспользоваться следующими представлениями

P ~Z± (cos 0о) — v~mJm (v sin 0o)’ v >  9° <  • (33)

P: 4 ( l 9 ) ~ v " ( - ^ ) \ o 3(ve+ - ^ - i ) .  (34)

0 < 9  < ~ ,  \ > m .

3 Акустический ж урнал , 4 529



В волновой зоне излучателя
( 2 \'Ь / я я \----—  ) exp i (m k 0R  -  v -------— .

nmkali  /  \ 2 4 /
, . (35)

n m k 0R  1 \ 2 4/
Таким образом, интеграл но пути L, не содержащий полюсов па дейст­

вительной оси в плоскости v, с учетом всех замечаний, принимает вид

р ~ £ - у т (  /„ (, sin в.) сов U  -  ™  -  -£Л X
* An rcR  Z-i j \mpsinO/ \ 2 4 /

772 =  1 L

(36)

х[ял™р)- LH *(n ta )
II .‘.(тар)] X

L I Ivl (ma)

Xexpijm £со0 ^ ~ ~ )  + я] *7"}'

Асимптотика функций Ж х',2(та) различна справа и слева от линии 
А А /, близ которой расположены нули функций & Ж ч ( т а ) .  Справа от этой 
линии &31!<*1(та)  ^ —2 ? Ж 2(та) .  Асимптотические формулы Дебая дают

t f v 1 , 2  ( m p ) ^ ^
пУт2 р2 —v

= ^ J  0ХР±  i [Ую2рг — V2 — v arccos  ̂— ~̂ -j .

(37)
Знак (+) относится к функции Ханкеля первого рода. Подставляя выра­
жение (37) в интеграл (36), находим первую точку стационарной фазы

Vi = т$  sin 0. (38)
Вторая точка стационарной фазы расположена слева от линии А  А '  
(фиг. 2). В этой области

L H 2 (та)
= ± ехр — 21 £V/»2a2 — v“ — v arccos ’ (39)L H vl (та)

где (+) соответствует 5-случаю, (—) — Г-случаю.
Пользуясь выражениями (37), (38), из формулы (36) мы получаем 

трансцендентное уравнение для второй точки стационарной фазы:
я

~ 2
— 0 — 2 arccos (——) + arccos ( = 0.

\ т а /  \ т  |5/
(40)

Введем для удобства v2 = та  sin о. Вычисляя интеграл в формуле (36) 
методом стационарной фазы, окончательно находим следующее выражение 
для давления в приближении геометрической акустики

оо

2 ягйД
\ mJm (т М  sin 0) sin т  (у + a cos 0)±

77с =  1V т
\

<z2sin2o
2яг0й 1 L 2b sin 0 (2УЬ2 — a2 sin2 а — a cos а) ■ г

х
тм£

- у  sin а j sin т  (у + 2а cos 0 — У 62 — аг sin2 а), (41)

t , R \  я
• ■ ^ Т - Т Г Т *
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Первая сумма в выражении (41) соответствует точке стационарной фазы 
Vi и определяет давление звука вращения в волновой зоне излучателя в 
отсутствие шара [3]. Вторая сумма характеризует отраженный от шара 
звук вращения. Верхний знак в (40) соответствует дифракции звука вра­
щения на жестком шаре, знак (—) — на мягком шаре.

Трансцендентное уравнение (40) имеет простые решения только в двух 
предельных случаях — при а = р, когда о = 0 и при р > а, когда о — 
= (0 + л) / 2. Особенно простые результаты получаются в случае

? « = 1

mJm{ m M sin 0)sin т (у  +  a cos 0),

т= 1

который легко выяснить с помощью метода «мнимых» источников, полу­
чающихся путем отображения излучателя на границе двух сред [13].

Эти результаты имеют простой физический смысл. Если источник зву­
ка вращается в непосредственной близости от акустически жесткой поверх­
ности, то он генерирует звук удвоенной амплитуды, по сравнению с из­
лучением в свободном пространстве [3]. Это обусловлено тем, что изобра­
жение источника при наличии жесткой поверхности имеет тот же знак, 
что и сам источник. Вблизи мягкой поверхности (43) изображение имеет 
отрицательный зпак и мультипольность излучателя повышается на поря­
док. Это означает, что мопополь близ мягкой поверхности излучает как 
диполь, горизонтальные диполи — как квадруполи и т. д. [7, 13]. Если 
выражение (42) с точностью до множителя 2 совпадает с аналогичной 
формулой для давления звука вращения в свободном пространстве, то ряд 
в (43) совпадает с выражением для излучения звука вращения статиче­
ским диполем с моментом (AF), ориентированным по оси вращения. 
Этот случай подробно рассмотрен в работе [14], где исследовано из­
лучение вращающихся статистических диполей в свободном простран­
стве.

В области глубокой акустической тени, где излучатель полностью «за­
крыт» шаром, точки стационарной фазы па пути L  в интеграле (36) исче­
зают и возмущения давления определяются «ползущими» волнами, т. е. 
вычетами исходного интеграла (26) в полюсах (28). Здесь не обсуждается 
сложный характер полей давления в области полутени и тени, где не при­
менимы формулы геометрической акустики (41) — (43).

Таким образом, при условии а < (5 < 1 давление звука вращения опре­
деляется формулами рэлеевского приближения (22), (23), а вклад высоко­
частотных гармоник в излучение не существен. С другой стороны, при 
условии а > 1 и дозвуковом движении источников по окружности вблизи 
шара {М < 1) для расчета давления вне области геометрической тени 
(0 < п /  2) следует пользоваться формулами (42), (43).

В заключение укажем, что мы рассмотрели только те случаи, когда 
удается в простом аналитическом виде представить фактически весь ряд 
гармоник звука вращения (22), (23), (42), (43). В остальных случаях, 
например при а < 1 ~ р, для определения амплитуд гармоник звука вра­
щения, по-видимому, необходимы приближенные численные расчеты. По­
лученные результаты можно обобщить па случай движения по окружно­
сти нескольких тел [3]. При наличии неоднородного потока, обусловленного
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движсяием (или обтеканием) шара, необходимы дополнительные предпо­
ложения или экспериментальные данные о характере обтекания. Решение 
задачи об излучении при этом сильно усложнится.

Автор благодарит В. С. Петровского за ряд полезных замечаний.
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