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ЗВУКОВОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ БЕСКОНЕЧНОГО УПРУГОГО ЦИЛИНДРА
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ТОЧЕЧНОГО УСИЛИЯ

Д .  Д .  П л а х о в

С помощью принципа взаимности в формулировке Л. М. Лямшева по­
лучено решение задачи об излучении звука цилиндрической оболочкой, 
возбуждаемой сосредоточенной гармонической силой. Показано, что в об­
ласти «света» кривизна оболочки пе влияет на излучение, если радиус 
кривизны на порядок превосходит длину волны в среде. В области «тени» 
влияние кривизны более существенно. Однако на поверхности оболочки 
на докритических частотах распределение давления определяется нагиб­
ными волнами так же, как и на бесконечной плоской пластине.

Излучение, создаваемое бесконечной плоской пластиной, возбуждаемой 
сосредоточенной в точке силой, действующей но нормали к поверхности 
пластины, рассматривалось в работах [1, 2], [3, 4 ]. Однако в технике 
встречаются случаи, когда звук создается колебаниями конструкций, имею­
щих конечный радиус кривизны. В связи с этим рассмотрим излучение 
звука бесконечной цилиндрической оболочкой большого (в сравнении с 
длиной волны в среде) радиуса.

Будем предполагать, что к поверхности оболочки в точке, определяе­
мой цилиндрическими координатами а, ф, z, приложена сосредоточенная 
сила, направленная к центру по радиусу г  и изменяющаяся во времени по 
гармоническому закону. Сомножитель exp [—гсо£] будет опускаться. Точку 
наблюдения с координатами г0, ф0, 20 расположим вне цилиндра *.

Для построения решения воспользуемся принципом взаимности в фор­
мулировке работы [ 6 ], для чего предварительно рассмотрим вспомога­
тельную задачу о звуковом давлении, создаваемом в точке с координатами 
г, ф, z источником единичной производительности, помещенным в точку 
Го, фо, z0. Такой источник создает в безграничной среде давление, которое 
с привлечением результатов работы [7] может быть описано следующим 
выражением:

Здесь еп =  1 при п =  0, е„ =  2 при п Ф  0, к =  -со/ с  — волновое число среды. 
При расположении источника вблизи жесткого цилиндра радиуса а к вы­
ражению ( 1 ) необходимо добавить функцию, учитывающую отражение от 
поверхности цилиндра:

* Колебания цилиндрической оболочки без учета реакции окружающей среды 
рассмотрены в работе [5], о которой автору статьи стало известно в период подго­
товки рукописи к печати.
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Если цилиндрическая оболочка упругая и тонкостенная, то для опре­
деления отраженного давления необходимо рассмотреть ее колебания при 
воздействии разности давлений р' =  рi — Pz; здесь рi — давление внутри 
цилиндра, р2 =  р +  Рт — р$ — давление вне цилиндра, определяемое источ­
ником вблизи абсолютно жесткого цилиндра p  +  р г и давлением ра, возни­
кающим при колебаниях [8 ]. Условие неразрывности смещений цилиндра 
и среды совместно с уравнениями движения позволяют определить давле­
ние внутри и вне цилиндра, если искать р 1>2 в интегральном виде (1).

Для звукового давления вне цилиндра при г <  г0 мы получаем
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здесь Z n(Q) — механическое сопротивление цилиндра по отношению к на­
грузке вида cos и(<р — ф„)e‘,‘(г“2o, со“ и, рс и р0с0 — волновые сопротивления 
сред впе и внутри цилиндра соответственно. В случае цилиндра с толщи­
ной стенок /?-, используя результаты работы [9 ], дополненные учетом влия­
ния сил инерции, получим:

z . < e H - imm{ i - [ ( ^ c o Se ) ' + ( i ) ] }  ,

1 *c[rr +  (/cacos0)2]2<  12 j  .

Здесь тп — масса единицы площади поверхности оболочки, с„ — скорость 
изгибных воли в пластине толщиной А, ки =  со /  си — волновое число изгиб- 
ных колебаний.

Выражение (2) с привлечением принципа взаимности [6] позволяет 
найти функцию g(R , г; са) =  др2/  д г | re.a, определяющую звуковое давление 
в точке с радиус-вектором R {г0, ф0, z0} , при наличии единичной сосредото­
ченной силы, приложенной к поверхности цилиндра в точке с радиус-век­
тором г  {a, cp, z}
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При выводе соотношения (3) предполагалось, что волновым сопротив­

лением среды впутри цилиндра можно пренебречь в сравнении с сопро­
тивлением внешней среды. Обратим ряд по индексам п в формуле (3) 
в интеграл в соответствии с преобразовапием Ватсопа [10]. При этом от­
бросим члены, описывающие вклад в давление волп [10], многократно 
обошедших вокруг цилиндра. С использованием этих допущений получим 
результат, который является основным в настоящей работе:
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g(R ,r; co) =
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Выполненное преобразование формулы (3) физически обосновано, если 

цилиндр имеет радиус, на порядок превышающий длину волны звука 
в среде и в оболочке. В этом случае звуковые и изгибные волны сущест­
венно ослабевают при огибании оболочки за счет геометрического расши­
рения фронта, поглощения энергии средой и в силу явлений дифракции. 
В результате звуковое давление в области порядка радиуса цилиндра 
(считая от точки приложения силы) определяется лишь волнами, пришед­
шими в точку наблюдения по кратчайшему пути. Поэтому решение (4) 
не зависит от условия замкнутости цилипдра и применимо также к не­
замкнутой цилиндрической панели, если расстояние от ее краев до точки

наблюдения велико в сравнении с 
расстоянием до точки приложения 
силы.

Для точек, расположенных на 
больших расстояниях (порядка ра­
диуса а) от точки приложения 
силы, можно упростить выражение 
(4), если выбрать контур интегри­
рования в плоскости v таким обра­
зом, чтобы вдоль него было спра­
ведливо приближение Дебая для 
цилиндрических функций [И ]
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Ф иг. 1 ft Го Bill 0 ,- 1 У V
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Эти формулы справедливы пока 
кг  о sin 0 >  1, причем предполагается, что г0 — а ^  а. Аналогичное выраже­
ние можно написать для функции Ханкеля и ее производной, зависящих 
от аргумента ка sin 0, если ввести в рассмотрение переменную

ftasin 0 , *
g == J  у  1 — -J— dp. , Подставляя асимптотические выражения в фор-

мулу (4 ), получаем возможность вычислить внутренний интеграл мето­
дом стационарной фазы [7]
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Используя метод стационарной фазы при вычислении интеграла по 
переменной 0 из формулы (4 ), получим:

Положительное направление отсчета углов 0О, х показано на фиг. 1. Вы­
ражение (7) совпадает с аналогичным результатом, полученным в рабо­
тах [2, 4] для бесконечной пластины, если ввести поправку с учетом раз­
личия в выборе положительного направления действия силы (в нашем

случае положительное направление силы противоположно направлению 
внешней нормали) и использовать равенства sin 0О cos х =  cos a, cos2 0о +  
+  sin2 0о sin2 х =  sin2 а, известные для угловых координат точек па сфере

Таким образом, влияние кривизны при ка »  1 не проявляется на рас­
пределении звукового давления в полупространстве, отделяемом пло­
скостью, касательной к цилиндру в точке приложения силы (область 
«света»). При этом возвышение точки паблюдепия над касательной пло­
скостью должно быть не слишком мало.

В области пространства, где точка наблюдения не видна из точки при­
ложения сосредоточенной силы (область «тени»), соотношение (6) не 
выполняется и выражение (7) для определения давления не пригодно. 
Нарушение равенства (6) связано с тем обстоятельством, что точка ста­
ционарной фазы в плоскости v находится на вещественной оси v0 =  
=  ka sin 0 sin x* При расположении точки наблюдения вблизи упомянутой 
выше касательной плоскости х -*■ л  /  2, и потому точка стационарной фазы 
оказывается вблизи расположения нулей знаменателя в подынтегральном 
выражении (4) (группирующихся вблизи v =  ka sin 0). В этом случае, как 
известно [7 ], обычный метод стационарной фазы не применим. Поэтому 
для вычисления интеграла необходимо воспользоваться теоремой о выче­
тах и деформировать путь интегрирования в верхнюю полуплоскость. Рас­
положение полюсов выражения (4) выше вещественной оси на плоскости 
v было исследовано (фиг. 2) в работах [13, 14], где выражение для меха­
нического сопротивления цилиндра несколько отличается от принятого 
в формуле (4). G учетом этих результатов и расчетов, приведенных в [15], 
оказывается, что полюса на комплексной плоскости меняют свое положе-

g(R,r; со) =  — (0Ol?c) sine» cos х,

(7)

единичного радиуса [12].

6* 83



ние в зависимости от толщины оболочки kh. При этом полюса, располо­
женные вблизи луча, исходящего из точки v =  ка sin  0 изменяют свое по­
ложение сравнительно мало в пределах от значения vSCo, соответствующего 
абсолютно жесткому цилиндру, до значения va0 характерного для идеально 
податливого цилиндра. Эти предельные положения полюсов определяются
условиями 2ft” (ка sin 0) = 0  или (ка sin 0) = 0 .  Расположение кор­
ней v9i и v qz в большей степени зависит от толщины оболочки и при 
kh =  1 (критическая частота, с =  си) корень vgl имеет мнимую часть, близ­
кую по величине к Im v ICo [14]. На докритичеоких частотах kh <  1 и 
Im vqi 0, Re v qi >  ка sin 0. Б закритической области Re vql <  ка sin  G, 
1ш  vgi -*■ 0. На фиг. 2 изменения положения полюсов при изменении тол­
щины оболочки kh показаны пунктиром. Приближенное значение величи­
ны корней vql и vg2 можно определить, если использовать асимптотические 
выражения для функций Ханкеля [10]. Легко показать, что:

Zv(0 )s in 0  гг(о/
Я У(1> (ка sin 0) +

ipc
Н Г  (ка sinG) =

Н о)

Н

(ка sin 0) £-
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Zv(O)sin0

Zv(0)sin 0
pc
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^ +  1 j  при v <  ka sin 0,

lf )C  

G)tfisin0

1 / ( ---- - ----- ) —1 +  1 I при v > /c a s in 0 ;
* \  ka sin0  J J

«  { [ О - И М Т М
Написанные выражения обращаются в нуль при =  ка ( — -  I —

1 '/2 L \  Си '
Здесь си° — скорость изгибных волн в бесконечной пластине,

определенная с учетом влияния среды. Эта скорость может быть вычисле­
на, если найдено безразмерное волновое число /с0 /  /с, равное веществен-

корпю в характеристическом уравнении V  — I —  I —
/  с \ 4 , ХСи
( — ) (1 — к2)~ъ =  0. При си° <  с, Vqi =  ка°а. Отсюда ясно,\  Си /

ному
фС

а)т
что полюса vgi определяют изгибиые колебания оболочки. Корни vq2 по 
модулю близки к корням Vgi, но отличаются по фазе, величина которой 
составляет около 2л /  5. Замыкая контур интегрирования в верхнюю полу­
плоскость вокруг полюсов vs и vqi (фиг. 2 ), пренебрегая вкладом полюса
v q2 и используя асимптотические выражения для Н[{) (kr0 sin 0), получим:

£(К ,г; 0))г : « 0 - Д - Т /
8л2 ' л/с

(г02 — a2)~'h X

+  Л / 2 —f c o

X j  8ln OjTj-ai-n/4-Mz-zJco* ejJ(Q) VsiH 0 d0, (8)
— п / 2  +  ioo

/ ( 0 ) = J
g ~ < Y ( a r c c o s  а / г 0-ф + ф 0)

c rj(l) n  • л\ i ^ v (0 )sin 0  (i>/ .Ilv (ka sm 0 ) +  ------ :--------- Hy (ka sin0)
ipc

По теореме о вычетах интеграл по контуру с будет
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g-*v3(arc cos о/ г0- ф+ф0) (У)СО

I ( Q ) = 2 n i  £
i,„i _д_

dv
j^#v() (ка sinO) +

Zv(0)sin 0
ipc

H ^)r (&a sin 0)1
J<V=V3>V7 i

При малых kh вторым членом в знаменателе можно пренебречь. В этом 
случае корнем vqi можно пренебречь и выражение (9) будет аналогично 
выражению, определяющему спадание давления в тени за идеально по­
датливым цилиндром [10], при падении плоской волны с  ориентацией 
волнового вектора к  по касательной к цилиндру и под углом 0 к оси z.

Используя метод стационарной фазы, мы получаем из формулы (8)

g(R ,r; со) =
keikIi / ( 0 о)
2лН ка

R  =  [г02 — а2 +  (z„ — z ) 2] 1/з, 0о =  arccos (z0 — z ) / R .  
Обозначение величин поясняется на фиг. 3. Таким образом, давление в об­
ласти, где точка наблюдения не видна из точки приложения силы, убы­
вает (после отрыва акустического луча от поверхности цилиндра) по сфе­
рическому закону, тогда как в случае поперечной дифракции плоской 
волны на цилиндре давление спадает по цилиндрическому закону [14]. 
Результат (9) получен в предположении, что vs ^  ка sin 0. Это позволило 
считать в асимптотическом выражении (5) | 0 =  к  sin 0У/*О2 — а2 —
— v arccos а / г 0. Однако полюс v qi при си° <  с может располагаться так, 
что krQ sin 0 <  Vqi. В этом случае в соответствии с работой [10]:

( о ................  1 / 2
IIv (&ros in 0 ) =  —- - V 4

е1

л  V v2 — (/cr0sin 0)

и вычет в точке v qi следует добавить к выражению (10) в виде слагаемого, 
пропорционального е°. При уменьшении расстояния до поверхности обо­
лочки вклад этого члена быстро возрастает и становится преобладающим *. 
Поэтому результат (10) не применим при г0 ^  а, что следует кроме того 
и из ограничений, связанных с применением метода стационарной фазы.

Выражения (7) и (10) были использованы в случае ка =  62,8; kh ^  О 
для расчета амплитуды давления в точках на окружности радиуса г0 
при изменении угла ср0 — ср в плоскости z =  z0, проходящей через точку 
приложения сосредоточенной силы. При этом с учетом равенства 
дН[{) (ка) /  dv ^  — iw'(t)  /  УлМ2 при v =  ка +  Mt, М = ( к а /  2 )v\

L
eiVt

Л

—  —  //v ll> ( t e ) l v = .
av

=  M2f(z)
e

*

Hz)  =  ( t °), z =  Жф;
s«= 1

w(t)  — комплексная функция Эйри [10], [11]. Функция f (z)  исследована 
В. А. Фоком. Использование таблиц работы [16] позволило рассчитать 
давление в области «тени» в долях от амплитуды давления, излученного 
в направлении радиуса.

* Этим слагаемым описывается давление вблизи цилиндрической поверхности,
обусловленное возникновением неоднородной волны давления при распространении
изгибных колебаний по оболочке.
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На фиг. 4  построены кривые, определяющие изменение давления при 
увеличении угла ф0 — ф между направлением из центра кривизны на точ­
ку приложения силы и направлением па точку наблюдения. Результаты 
построены для значений rQ — a / a  =  0,5; 2,0; °° и пронормированы относи­
тельно максимума давления для каждого г0 — а / а .  Рассмотрение фиг. 4 
дозволяет утверждать, что при удалении от точки приложения силы по 
окружности параллельно поверхности панели давление изменяется тем

медленнее, чем дальше точка наблюдения от поверхности. При этом в об­
ласти «тени» относительное изменение давления для заданного фо — ф 
менее значительно при г0 — а / а -+■<*>, чем в области «света».

Если необходимо определить давлепие на самой цилиндрической по­
верхности, то вместо формулы (8) из (4), принимая cos0  =  fyi, получим

g(R ,r; со) =

к

8л 2а

+  со  + t c o

I )
I l f  (k r j  1 -  Ц2) eilv<»-»0>-*L-..w d[l dv

—  C O  — [  / / vl,) (/caV 1 — JX2) —
iZv( j a ) l ' l -  ir 

pc
H ? V (каУ 1 — |i!) j

Положим 7-0 =  a, I l f  {каУ 1 -  \x2) / ( /ш У 1 -[x2) =  ] / 1 -  ( ^ - )  (1 — ц.а)

v /  ka =  % cos \x =  X sin В этом случае

g (  R ,r ; c o ) = -
ikz pc 
8л соm

4 + <»

Ш  1;
(1)Bo (kp.X)XdX

X
ipc
со m ( - Гv c - 1  ( 11)

p,2 =  [а(ф T- <po) V +  (z0 ■=- z )2.

Корпи знаменателя подынтегрального выражения (11) исследовались 
в работах [17], [18]. Величина интеграла (11) может быть определена по 
теореме о вычетах, если учесть, что в верхней полуплоскости X располо­
жены три полюса ко, 1,2 подынтегрального выражения па выбранном листе
R oV l — Х2 > 0 .  Практическое значение имеет полюс Х> =  ки° / к ,  располо­
женный вблизи вещественной оси, и соответствующий ему вычет описы­
вает цилиндрическую волну давлепия на поверхности оболочки, распро­
страняющуюся с малым затуханием за счет изгибпых колебаний,
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.g(R,r; со) —
ik2 pc
4 com Ш

X 0H 0lt)  ( Л р . л . )

f  i 4 X 0s V l - A . 0  +  ( l -  V ) - ‘ A.o —  ( — \  1L com \ Си / J
(12)

Вклад остальных вычетов на докритических частотах пренебрежимо мал. 
Они вычисляются в полюсах Xli2, имеющих большую мнимую часть, и со­
ответствуют составляющим, быстро убывающим при удалении от точки 
приложения силы. Вклад волн, определяемых интегралом по разрезу 
в плоскости к, и соответствующих дифракционному огибанию поверхности 
может быть учтен, если возвратиться при выполнении интегрирования 
к плоскости v. Разрез появляется из-за использования асимптотического 
выражения для функций Ханкеля, и интеграл по берегам разреза сводит­
ся к сумме вычетов в полюсах v s, если отказаться вблизи разреза от 
асимптотических выражений. Из формулы (9) видно, что амплитуды соот­
ветственных волн убывают экснопснциальпо при увеличении расстояния 
от точки наблюдения. Поэтому на некотором расстоянии от точки прило­
жения силы этими волнами молено пренебречь.

Таким образом, выражение (12) описывает наиболее существенные 
зависимости для давления на поверхности цилиндрической оболочки, ко­
торые совпадают с закономерностями, обнаруженными на плоской пла­
стине [18]. Отличия от плоской пластины наблюдаются в области «тени» 
лишь на расстояниях от поверхности, превышающих длину изгибной 
волны.
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