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РАЗВИТИЕ ЗВУКОВЫХ ВОЛН, ВОЗБУЖДАЕМЫХ 
В ДВИЖУЩЕМСЯ СЛОЕ ЖИДКОСТИ ТОЧЕЧНЫМ ИСТОЧНИКОМ

Определяется потенциал периодического точечного источника, находя­
щегося в движущемся слое жидкости. С помощью формулы суммирования 
Пуассона осуществлено преобразование поля действительного и мнимых 
источников в иоле нормальных волн. Отдельно рассмотрены дозвуковой и 
сверхзвуковой режимы.

Рассмотрим развитие звуковых волн, распространяющихся в жидкости, 
которая занимает слой 0 <  z <  h и движется со скоростью и в направле­
нии положительной оси абсцисс. Координатную плоскость X O Y  совместим 
с абсолютно отражающим дном. Ось 0z  направим вертикально вверх. 
Скорость звука в среде положим равной с, коэффициент отражения от 
верхней границы слоя — плоскости z =  h — равным V  =  епт\  причем 
т  =  О, если верхняя граница полностью неподатлива, и т  =  1, если этой 
границей является свободная поверхность.

Пусть волны в движущемся слое жидкости возбуждаются периодиче­
ским точечным источником, расположенным на высоте z0 от дна. Расход 
источника q изменяется по закону

где q0 — некоторая постоянная величина, Н (t) — функция Хэвисайда, со — 
частота колебаний источника, со >  0.

Решение аналогичной задачи об установившихся волнах в неподвиж­
ном слое приведено в работе [1 ]. Ряд задач об отражении и преломлении 
сферических звуковых волн при переходе из одной движущейся среды в 
другую рассмотрен С. С. Войтом [2, 3].

Звуковой потенциал ср =  ф(я, у,  z, t) удовлетворяет в слое уравнению

а также одному из следующих двух условий на верхней границе слоя:

А . А . З а й ц е в

q =  q0H { t ) e ^ 9

д2 дг \ дг д2
—  +  I?2.------ --------------- ------
дх дхг ) дх1 д у 2

=  q0H(t)  (х , y , z - z 0). о )
Функция ср должна удовлетворять условию па дне

*3ф■-----=  0 при 2  =  0,
dz

(2)

если т =  0, (3)

ф =  0 при z =  А, если т =  1.
Кроме того, потенциал ф следует подчинить условию

Ф  =  0 при t  <  0,
означающему, что движение началось в момент времени t =  0.

(4)
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Краевая задача. (1) —(4) имеет единственное решение, которое может 
быть построено суммированием потенциалов одного действительного и це­
почки мнимых источников, расположенных в безграничной однородной 
среде в точках с координатами х =  О, у  =  О, z  =  ± z 0 +  2nh, п =  О, ± 1 , 
± 2 , . . .

Звуковой потенциал я|> =  г|) (х, у, 2, t) источника, находящегося в нача­
ле координат безграничной однородной среды, которая движется со ско­
ростью v в направлении положительной оси абсцисс, будет удовлетворять 
уравнению (1) и условию (4), если положить ф =  -ф и z0 =  0. Потенциал я|э 
может быть найден с помощью свертки

г|> =  f f ( t )  еш6 (х, у, z) * -фоО - v t ,  у, z, t ) t (5)

причем функция я|)0 =  яр0 {ху у, 2, t) удовлетворяет волновому уравнению

Свертка (5) осуществляется по переменным х , у, 2, t.
Проверка высказанного утверждения достигается подстановкой выра­

жения (5) в уравнение (1) и использованием следующих двух свойств:
1) L ( f  * g)  =  Lf  * g  =  f  * Lg  для любых обобщенных функций /  и g 

свертка которых существует, и любого дифференциального оператора L
[4],

2) если г̂ о =  ^о(х, у, 2, t) удовлетворяет (б),  то функция я|)0(£ — vt , у, 
z , t )  удовлетворяет уравнению

д \  д2 д'1 п
I  * . Л ’. И

^ 0( x - v t ,  у, z, t )  =

=  б (х , у,  z, г);
это можно показать путем замены х — vt  на х'  и использования равенства 
б {х ,у ,и ,  t) =  6 ( x - v t ,  y , z , t ) .

Представление для ф0 известно (см. книгу [4 ], стр. 161):

фо =  -7 r - H { t ) б {сЧг - х 2- у 2- z2) . (7)
ZJX

Теперь из формул (5) и (7) следует, что

Н ( t) (ж, у, 2) *  Я  ( 0  б ( Л 2 -  (х -  cl) 2 -  у2 -  г2) . (8)

Свертка здесь осуществляется по ж, у, 2, t. Фактически свертку доста­
точно осуществить но t ввиду соотношения б (я, у, 2) * f(x,  у, г) = /( .£ ,  
у, г). Далее, пусть fe, А; =  1, 2 , . . .  — вещественные положительные попар­
но различные между собой нули функции F(t) .  Тогда справедливо равен­
ство

H ( t ) 8 ( F ( t ) )  =
y i  б (t — tb)

^  I Г ( ь ) Гft=l
Это равенство позволяет при вычислении свертки (8) использовать фор­
мулу ' ' ' • ; •’ 1 ;

/(*) * 6 (f —fo)
V < J - -  * . . i / . * *1 v ; “  * *

Определение числа пулей выражения
• S  =  сН2 -  (ж -  -rf) ■ V  У2 -  z2 1 (9)

существенно зависит от знака разности с — v в связи с чем далее после­
довательно будут рассмотрены следующие три случая: I. v <  с, И. и >  с,
III. V =  С. ■■ ‘ ' •’ • • • ' .



Пусть имеет место случай I. Тогда величина S  обращается в нуль лишь 
при единственном положительном значении t  =  t 0i где

U =  —
XV

+
R

R
cz - v 2 Ус2 — V2, У4 С‘ — V

+  у г +  Z2. (Ю )

Вычисление свертки (8) с улетом приведенного выше замечания при­
водит к следующему представлению для т|>:

ij) =
q«c

4л У с2 — V2 R
( И )

Величина U является временем прихода волны в фиксированную точку 
пространства. Формула (И ) показывает, что периодический реяшм уста­
навливается сразу. Уравнение поверхности постоянной фазы, значение ко­
торой есть о>&, после несложных преобразований приводится к виду

[х -  v ( t  -  Ъ) г  +  у2 +  Z2 =  cz(t -  ъ у .  (12)

Уравнение (12) показывает, что поверхностью постоянной фазы явля­
ется сфера, центр которой движется по оси абсцисс в положительном на­
правлении со скоростью потока и, а радиус расширяется со скоростью зву­
ка с. В любой фиксированный момент времени центры сфер постоянной 
фазы смещены друг относительно друга, причем их смещение прямо про­
порционально разности фаз.

Потенциал ср может быть выражен через функцию с помощью ряда

+ 00 +»
ф =  У ,  елтп‘т|) (ж, у, z -  z0 +  2 nh) +  у  \ ептп\\> (ж, у, z +  z0 +  2 nh),  (13)

71 =  —  соП -  — со

что позволяет вычислить число сферических волн, пришедших в данный 
момент времени в фиксированную точку слоя. Время прихода соответст­
вующей волны определяется по формуле

xv L l/czxz +  (с2 +  v2) { if  +  ( z ± z 0 +  2nh)z) 
t    —— {

c2 -  v2
(14)

Для преобразования поля действительного и мнимых источников в поле 
нормальных воли будет использована формула суммирования Пуассона

+ 00

2л ^  и(2пп) =  £ * [ « ] ( » ) (15)
77 =  —  со 71 = — ОО

(см. книгу [4], стр. 144), где Р[и]  — преобразование Фурье фулкции и. 
Пусть

+  оо

$ ( £ )  =  |  ty(z)eiUdz. (16)

Тогда применение формулы (15) дает следующий результат:

4 - с о

M Y L - t V t -)* Л г  +  Т ’О
cos h

, . я  ( . т
* 1 х ' л + . (17)

п = — оо
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Положим 'фп =  ф  ̂п +  —  • Тогда формула (17) может быть

написана также в виде

2 г 1 > п  л  / т \  л /  т \  т

ф“ _*  L 2"S“ ’l’" + Z j COST r  +  ' 2 ' ) ZCOST \ ' ! +  T ) J (18)и —О
где 6о,„ — символ Кроиекера. Интегральное представление для функции 
•ф„ имеет вид

г /  , xv  Уг' +  г2 \  , я  /  т, \  1 
Т  exp iCD t  + ---------- ------ ----  -  + i —  п +  —  z

eg, r L \  c * - » 1 Vcl - v 2'  / Л  2 '  1
-------------------------------------------

t„  =
4яУс2 — v

dz
- T

Уг2 +  г:

(19)
где

( 20)

Формула (19) может быть исследована с помощью метода стационар­
ной фазы (см. [5] стр. 208). Применение этого метода приводит к следую­
щему уравнению для определения точки стационарной фазы:

—coz +  сОпТг2 4- z2 =  0, (21)
где

О)
- т ( " + т ) Т<;‘ + л

( 22)

Уравнение (21) разрешимо, только если
со >  соп. (23)

Если это условие выполнено, то корень уравнения (21) существует и опре­
деляется по формуле

ГСОп
2 =  .......-■■■ ■ (24)

V со2 — (о„2
Корень уравнения (21) попадает внутрь отрезка интегрирования, только 
если будет выполнено условие rco„ /  Vco2 — con2 <  71, справедливое для зна­
чений t , удовлетворяющих условию

, (25)
где

XV г  со
tm --------------- +  —  !■- ---------------  . (26)

с2 — vz Ус2 —i;2 Vco2 — со„2
Величину t rn следует рассматривать как время прихода в данную точ­

ку п-й нормальной волны, так как основное возмущение приходит именно 
в момент времени t =  t rn. Приближенная формула для имеет вид

=  фпо +  » (27)
где

t|)r,0 = cq0
exp

l L \  c1 — v2'  Ус2 — v2 4  i t

V 2яУс2 -  vz Ум2 — o)n2 Уг
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•фш =
cqo_
An

(29)
Волны ifnl представляют собой переходный режим. Амплитуда этих волн 

затухает обратно пропорционально I, а линиями равной фазы является се­
мейство окружностей.

В установившемся состоянии будут существовать лишь волны фп0, 
п =  О, ± 1 , ± 2 , . . . .  Если значение некоторой фазы волны *фп0 будет равно 
величине саб — л /  4, то уравнение линии постоянной фазы после некоторых 
преобразований можно привести к виду

, , 1Ч /  a ~ v ( t - b ) \  ог(шг - с о п2)
(о>2 — соп0г) ( * ------- --------- -- I +  (со — со„ ) г/" = ------ --------- -— с (I — Ь)-,

\  С0“ —1 СО ,<0" /  (1) —  (Оно

:(30)
где

а я(,1+т )
С 1 ) п 0 =  С 0 „ (31)

Ус2 — I?2 h
Если со „о =  <оп =  0, т. е. если п =  т =  О,— этот случай реализуется 

тогда, когда слой жидкости имеет абсолютно отражающие границы,— то 
уравнение (30) описывает семейство окружностей, центры которых пере­
мещаются вдоль оси абсцисс со скоростью у, а радиус расширяется 
скоростью звука с. Такие же окружности с точностью до величин низшего 
порядка малости будут являться линиями равпой фазы в случае выполни­
мости У С Л О В И Я  (О >  0)„о.

Если частота со сравнима с соп0 и эти величины связаны неравенством
со >  со по, (32)

то линии равной фазы п-и нормальной волны образуют семейство эллип­
сов, центры которых перемещаются вправо вдоль оси абсцисс со скоростью 
уот /  (со2 — со„о2). Эта скорость, очевидно, больше скорости и и возрастает 
с уменьшением высоты со.

При фиксированных значениях со и v эксцентриситет указанных эллип­
сов ие меняется, но он возрастает, если частота со уменьшается, и при 
со =  со*о этн эллипсы вырождаются в параболы. В том случае, когда со <  
<  со „о, линиями постоянной фазы будет являться семейство правых вет­
вей гипербол. Это семейство перемещается от начала координат в беско- 
нечиость в секторе с углом раствора, равным arctg У (со„о2 — о>2) /  
/  (со2 соп2) •

Разложение в нормальные волны установившегося состояния получит­
ся из формул (18) и (19), если в последней формуле величину Т  заме­
нить на +°°. После вычисления соответственно интеграла мы получим

-фп =
cq0

exp \ ш  +  — 1 //о2> ( ^ 4 - = ^ ) -  (33)
4 Ус2- н 2 ~ L \  c2- W  2 J '  Ус2 — v2 /

Ограничившись первым членом асимптотического разложения функции 
Ганкеля, можно прийти к формуле (28), которая справедлива, таким об­
разом, при

У<0 2- 0)п2 УсУ  +  (с2 — V 2 )  у г
+  оо.

v ‘
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Пусть имеет место случай И. Тогда уравнение 5 =  0 будет иметь по­
ложительные корни только в том случае, когда выполнено условие

хс

Ун2 -  с2
>  Уу2 +  z2. (34)

Пусть конус Г (z0) с вершиной в точке (0, 0, z 0) является совокупность 
точек (.г, у, z ), удовлетворяющих условию

хс
>  Уу2 +  (z — z0) 2.„ . .. (35)

Уу2 —с2
Тогда акустический потенциал ф будет обращаться в нуль вне конуса Г(0) .

Если условие (34) выполнено, то условие 5  =  0 имеет два положитель­
ных корня: t =  t, и t =  t 2, где

U

<2 =

XV
+ Д.

У 2 - с 2

XV
Уу2 -  с2

Д.
v *  -  с2 Уу2 -  с1

(36)

(37)

Д 1/  *2с2 2 ,
1 =  У — ------ 2— у 2 — Z2.’ у2 — с1

(38)

Использование известных свойств дельта-функции Дирака позволяет 
вычислить свертку (5 ), и формула для ф приобретает вид

Ф =
cq,

II
4л Уу2 — с ‘ ( Iсх --------- \

■— Уу2 +  z2 ) 
Уу2 -  с2 /

- \  H ( t -  U) +  / / ( « -  1г)

Д, (39)
Потенциал ср может быть определен по формуле (13), если там для 

функции ф будет использовано представление (39). Полученный таким об­
разом ряд для ф фактически будет содержать лишь конечное число членов. 
Это число определяется условием

ХС -
-  -  V i f  +  (2 ±  Zo +  2nh) 2 ^  0. (40)

T V - с 2
Пересечение слоя 0 ^  z ^  h с объединением по h конусов Г (± г 0 +  2nh),  

h =  0, ± 1 , ± 2 , . . .  совпадает с пересечением этого слоя с копусом F(zo).  
Следовательпо, все звуковое поле в любой момент времени при v >  с бу­
дет находиться в зоне пересечения слоя 0 ^  z ^  h  с  копусом Г (z0), причем 
в каждую фиксированную точку этой зопы приходит лишь копечпое число 
объемных волп. Поверхностями постоянной фазы этих воли являются сфе­
ры, описываемые уравпепием (12).

Для разложения поля действительного и мнимых источников в поле 
нормальных волп может быть исполъзовапа формула суммирования Пуас­
сона. В случае установившегося движепия это разложение дается форму­
лой (18), в которую вместо величины я|)„ следует подставить ее представ­
ление, имеющее вид

Фп =  2 nq0TI
сх 7 0 )

У > - — у
(t----V V2—с2 /о  X

X ( / « . -  + < ‘ У  ^ 2 \2с*)
У2 \

У 2  -  с2 Г (41)

Случай III особого физического интереса не представляет и подробно 
рассматриваться не будет. При v =  с уравнение 5  =  0 имеет положитель-
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пыи корень тогда и только тогда, когда выношено условие

(42)
причем значение этого корня есть

(43)

Свертка (5) теперь может быть вычислена, и получающееся представле­
ние для ф дается формулой

*  =  II {х) II (f - 1,) (44)
4л.х

Поверхностями равной фазы установившихся волн будут являться па­
раболоиды вращения.

Функция ф строится суммированием потенциалов вида (44) действи­
тельного и мнимых источников. Условие (42) показывает, что все звуко­
вое поле в любой момент времени будет находиться вниз по потоку.

В заключение автор выражает глубокую благодарность проф. С. С. Вой­
ту за руководство работой и Ю. П. Льгсапову за ценпые советы в процессе 
обсуждения полученных результатов.
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