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Исследована устойчивость потока идеальной жидкости, ограниченно­
го снизу упругой стенкой (мембраной, пластиной н тому подобным) и 
сверху абсолютно жесткой стопкой. Скорость движения жидкости пред­
полагается постоянной по сечению потока и равной U. Показано, что 
для мембраны движение устойчиво при U ^  с и неустойчиво при U >  с, 
где с — скорость распространения свободных волн на мембране. Для пла­
стины движение неустойчиво при любой скорости U. Исследована так­
же устойчивость потока, ограниченного стенками, характеризующимися 
реактивным импедансом. Показано, что движение устойчиво при импе­
дансе упругого типа и неустойчиво при импедансе массового типа.

В  р а б о т е  [ 1 ]  б ы л о  п о к а з а н о ,  ч т о  п о т о к ,  о г р а н и ч е н н ы й  а б с о л ю т н о  ж е с т ­

к и м и  с т е н к а м и ,  я в л я е т с я  у с т о й ч и в ы м  н о  о т н о ш е н и ю  к  б е с к о н е ч н о  м а л ы м  

в о з м у щ е н и я м .  Е с т е с т в е н н о  в о з н и к а е т  в о п р о с  о б  и с с л е д о в а н и и  у с т о й ч и ­

в о с т и  п о т о к а ,  о г р а н и ч е н н о г о  у п р у г и м и  с т е н к а м и .  Н и ж е  о т о  и с с л е д о в а н и е  

в ы п о л н е н о  д л я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и ,  д в и ж у щ е й с я  м е ж д у  д в у м я  п а р а л -  
л  е л  ь н  ы  м и  п  л  о с  к  о  с  т я  м  и .

Р а с с м о т р и м  ж и д к и й  о д н о р о д н ы й  с л о й ,  о г р а н и ч е н н ы й  с н и з у  у п р у г о й  

с т е н к о й  2 = 0  и  с в е р х у  а б с о л ю т н о  ж е с т к о й  с т е н к о й  z =  II. Б у д е м  с ч и т а т ь ,  

ч т о  с т е н к и  н е п о д в и ж н ы ,  а  ж и д к о с т ь  д в и ж е т с я  о т н о с и т е л ь н о  н и х  с о  с к о ­

р о с т ь ю  U в  п о л о ж и т е л ь н о м  н а п р а в л е н и и  о с и  х. И с с л е д у е м  э т о  д в и ж е н и е  

ж и д к о с т и  н а  у с т о й ч и в о с т ь  н о  о т н о ш е н и ю  к  б е с к о н е ч н о  м а л ы м  в о з м у щ е ­
н и я  м .

С л е д у я  о б ы ч н о м у  м е т о д у  о п р е д е л е н и я  у с т о й ч и в о с т и  [ 2 — 4 ] ,  н а л о ж и м  

н а  о с н о в н о е  д в и ж е н и е  б е с к о н е ч н о  м а л о е  в о з м у щ е н и е ,  в  к о т о р о м  в с е  в е л и ­
ч и н ы  з а в и с я т  о т  в р е м е н и  I и  к о о р д и н а т  х  и  у с о о т в е т с т в е н н о  м н о ж и т е л ю  

e x p  [i(mx  - f  пу — с о / )  ] .  В о з м у щ е н и е  р д а в л е н и я  в  ж и д к о с т и  и  с м е щ е н и е  t. 
с т е н к и  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и я м

(рог +  L)£ =  р (х ,у ,  0,1), (2)

г д е  к =  со /  с 0, $ =  U /  с 0, с 0 —  с к о р о с т ь  з в у к а  в  н е п о д в и ж н о й  ж и д к о с т и , ,  

р  —  п о в е р х н о с т н а я  п л о т н о с т ь  с т е н к и ,  L — л и н е й н ы й  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  

о п е р а т о р ,  х а р а к т е р и з у ю щ и й  у п р у г и е  с в о й с т в а  с т е н к и .  Н а п р и м е р ,  д л я  

м е м б р а н ы  о п е р а т о р  L  р а в е н  7 ' V " ,  г д е  Т — н а т я ж е н и е  м е м б р а н ы .  Д л я  п л а ­

с т и н ы ,  с о в е р ш а ю щ е й  и з г и б и ы е  к о л е б а н и я ,  э т о т  о п е р а т о р  и м е е т  в и д

1 2 ( 1  —  а 2)  ’

г д е  h — т о л щ и н а  п л а с т и н ы ,  Е — м о д у л ь  Ю н г а ,  о — к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а .
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Н а  г р а н и ц а х  с л о я  в о з м у щ е н и е  у д о в л е т в о р я е т  с л е д у ю щ и м  у с л о в и я м :

г д е  р 0 —  п л о т н о с т ь  ж и д к о с т и .

С л е д у я  р а б о т а м  [ 2 — 4 ] ,  в е л и ч и н ы  р  и  £  м ы  б у д е м  и с к а т ь  в  в и д е

р(х, у, z ,  t)  =  А (т, п, z ) e x p  [ Д т т г я  +  пу — с о / )  ] ,  ( 5 )

£  ( # ,  у ,  £ )  —В(т , r c ) e x p  [  i  ( лтго: +  пу - - с о О ] .  ( 6 )

И з  у р а в н е н и й  ( 1 )  и  ( 2 )  и  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  ( 4 )  н а й д е м  А (т , п, z ) :

Л  ( я г ,  / г ,  z )  =  [ р ( 0г -  L ( m ,  / г )  ] С° &^ В ( т е ,  г г ) ,  ( 7 )
c o s  ( у / / )

г д е

•у =  У ( / с  —  р т е ) 2 —  ( т е 2 +  гс2) ,

/ - ( т е ,  / г )  =  — о х р  [ — i(mx  +  пу) )L  e x p  [i.(mx +  пу) ] .

Н а п р и м е р ,  д л я  м е м б р а н ы  L ( / n ,  п) =  Т (т2 +  /г2 ) ,  д л я  п л а с т и н ы

Eh*L (m , ?г)  = ------- -----------------(т2 +  п2) 2.
' 1 2 ( 1 - а 2)  '

У д о в л е т в о р и м  г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю  ( 3 ) .  П о д с т а в л я я  в  н е г о  в е л и ч и н ы  р 
и  о п р е д е л я е м ы е  п о  ф о р м у л а м  ( 5 )  — ( 7 ) ,  м ы  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  д и с п е р ­
с и о н н о е  у р а в н е н и е :

р о ( с о  —  Ua)cos(^H)  +  ч[Ь(т , п) —  p c o 2 ] s i n  (^Н) =  0 , ( 8 )

г д е

а  =  У т е 2 +  п2 >  0 ,  О =  —  U.
а

Э т о  д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  о п р е д е л я е т  « д о п у с т и м ы е  ч а с т о т ы » .  Е с л и  в с е  

к о р н и  э т о г о  у р а в н е н и я  в е щ е с т в е н н ы  и л и  и м е ю т  о т р и ц а т е л ь н у ю  м н и м у ю  

ч а с т ь ,  т о  м а л о е  в о з м у щ е н и е  н е  н а р а с т а е т  с о  в р е м е н е м  в  д а н н о й  т о ч к е  с л о я ;  

п о э т о м у  о с н о в н о е  д в и ж е н и е  я в л я е т с я  у с т о й ч и в ы м  п о  о т н о ш е н и ю  к  т а к и м  

в о з м у щ е н и я м .  Е с л и  ж е  к а к о й - л и б о  к о р с п ь  у р а в н е н и я  ( 8 )  и м е е т  п о л о ж и ­

т е л ь н у ю  м н и м у ю  ч а с т ь ,  т о  м а л о е  в о з м у щ е н и е  б у д е т  н а р а с т а т ь  с о  в р е м е н е м .  

Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  о с п о в п о е  д в и ж е н и е  я в л я е т с я  н е у с т о й ч и в ы м .

« Д о п у с т и м ы е  ч а с т о т ы »  л е г к о  в ы ч и с л и т ь  л и ш ь  д л я  н е с ж и м а е м о й  ж и д ­

к о с т и .  В  э т о м  п р е д е л ь н о м  с л у ч а е  (с0 — °°) д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  п р и ­
н и м а е т  в и д

со2 [ро o h  (a ll)  +  ар s h ( a # )  ] —  2 c o £ 7 a p  c h  (a ll)

+  [ p 0t / 2a 2 c h  (a ll)  — aL (m , n) s h  (aH)  ] =  0 . 

К о р н и  у р а в н е н и я  ( 9 )  о п р е д е л я ю т с я  п о  ф о р м у л е

(9)

a)

C ra p 0 c h ( a / / ) ±  " j / p 0p  a 7 2 s h ( 2 a f f )  ^ ^  [ l + a p / p 0 t h ( a f f )  ] —  £72j

[ p o  c h  (aH) +  a p  s h  (a ll)  ]
(10)
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И з  ф о р м у л ы  ( 1 0 )  с л е д у е т ,  ч т о  п р и  з а д а н н о й  с к о р о с т и  U д в и ж е н и е  н е ­

с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  б у д е т  у с т о й ч и в ы м ,  е с л и  п р и  л ю б ы х  в е щ е с т в е н н ы х  

з н а ч е н и я х  т и  п в ы п о л н я е т с я  с о о т н о ш е н и е

L(m , п) 
р сс2

[  1  - Ь  а р / р и  t h  ( а Н) ] ^  О2.

Е с л и  ж е  д л я  н е к о т о р ы х  в е щ е с т в е н н ы х  з н а ч е н и й  т и  п э т о  с о о т н о ш е н и е  н е  

в ы п о л н я е т с я ,  т о  д в и ж е н и е  б у д е т  н е у с т о й ч и в ы м  п о  о т н о ш е н и ю  к  б е с к о н е ч ­
н о  м а л ы м  в о з м у щ е н и я м .

Н а п р и м е р ,  д л я  м е м б р а н ы  д в и ж е н и е  у с т о й ч и в о  п р и  U <  с и  н е у с т о й ч и в о

\ 1{т ,п)
п р и  £ / > с ,  г д е  С —  | — — -— |  / р /  —  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я

с в о б о д н ы х  в о л н  н а  м е м б р а н е .  Д л я  п л а с т и н ы  д в и ж е н и е  н е у с т о й ч и в о  п р и  л ю -

„  .. L(m ,n ) Eh3а 2
б о и  с к о р о с т и  (и  0 ) п о т о к а ,  т а к  к а к  в е л и ч и н а -----------:—  =  - т г т : ---------- г г -  с т р е -

р с г  1 2 ( 1 - о 2)  р  1

м и т с я  к  н у л ю  п р и  а  -+• 0  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  с о о т н о ш е н и е  ( 1 1 )  п е  в ы п о л н я е т ­

с я  п р и  м а л ы х  з н а ч е н и я х  а.
Д л я  с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  к о р н и  д и с п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я  ( 8 )  м о ж ­

н о  н а й т и  л и ш ь  ч и с л е н н ы м и  м е т о д а м и .  О д н а к о  т о ч н ы е  з н а ч е н и я  э т и х  к о р ­

н е й  и  п о  н у ж н ы  д л я  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и  д в и ж е н и я ;  д л я  э т о й  ц е л и  

д о с т а т о ч н о  з н а т ь  л и ш ь  з н а к  н х  м н и м о й  ч а с т и .  Н е у с т о й ч и в о с т ь  п о т о к а  
д а ю т  т о л ь к о  к о р н и  с  п о л о ж и т е л ь н о й  м н и м о й  ч а с т ь ю .

О ч е в и д н о ,  ч т о  п р и  V  =  0  к о р н и  у р а в н е н и я  ( 8 )  в е щ е с т в е н н ы  и л и  и м е ю т  

о т р и ц а т е л ь н у ю  м н и м у ю  ч а с т ь .  П р и  у в е л и ч е н и и  U э т и  к о р н и  д в и г а ю т с я  п о  

к о м п л е к с н о й  п л о с к о с т и  со и  н е к о т о р ы е  и з  н и х  м о г у т  п е р е й т и  п а  в е р х н ю ю  

п о л у п л о с к о с т ь .  П е р е х о д  х о т я  б ы  о д н о г о  к о р н я  н а  в е р х н ю ю  п о л у п л о с к о с т ь  

п р и в о д и т  к  н е у с т о й ч и в о с т и  п о т о к а .

И с с л е д у е м  п о в е д е н и е  к о р н е й  д и с п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я  н а  к о м п л е к с ­

н о й  п л о с к о с т и  п р и  у в е л и ч е н и и  с к о р о с т и  п о т о к а .  Д л и  э т о г о  п р е о б р а з у е м  

у р а в н е н и е  ( 8 )  к  в и д у

( £ _ й ) 2 _________________
—  ' C t g  [ ( а Н) V а  -  Р )  ■2 -  1  ]  =  р а / р о  ( 6 * -  М3) , ( 1 2 )
У (1 — р)и — 1
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где

[3 =  О/Со, 1 =
о

ас0
М ={

L ( r n , п) 

p c r t v ■ } '  ■

В е щ е с т в е н н ы е  к о р н и  у р а в н е н и я  ( 1 2 )  я в л я ю т с я  т о ч к а м и  п е р е с е ч е н и я  

к р и в ы х  у  =  l h  (£> В )  и  у = #2 (?), г д е

у ,  ( 6 ,  р )  =  — ^ l ^ c t g [ ( a / / ) V ( i - p ) 2 - l ] ,  ( 1 3 )
V ( l - P ) 2 - !

/ / 2 (£ )  =  p a  I  P o ( V  —  M :).

Г р а ф и к и  у =  * / , ( £ ,  0 )  и  у =  y 2 ( s )  и з о б р а ж е н ы  н а  ф и г у р е  с о о т в е т с т в е н н о  

с п л о ш н о й  и  п у н к т и р н о й  л и н и я м и .  К р и в а я  у =  У\( £ ,  0 )  и м е е т  а с и м п т о т ы  —

п р я м ы е  л и н и и  \ =  ± £ , -  г д е  g r =  " | / 1  +  » г  =  ^  2 ,  . . .  Г р а ф и к  у  =

=  Уi ( § >  В )  п о л у ч а е т с я  п у т е м  с д в и г а  г р а ф и к а  у  =  £ / , ( § ,  0 )  п о  о с и  а б с ц и с с  н а  

в е л и ч и н у  р .
И з  п р и в е д е н н ы х  п а  ф и г у р е  г р а ф и к о в  м о ж н о  с д е л а т ь  с л е д у ю щ и е  з а к л ю ­

ч е н и я  о  п о в е д е н и и  к о р н е й  д и с п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я  ( 1 2 )  п а  к о м п л е к с ­

н о й  п л о с к о с т и  £ .
1 .  К о р п и ,  к о т о р ы е  п р и  р = 0  б ы л и  в е щ е с т в е н н ы м и  и  н е  п р е в о с х о д и л и  

п о  м о д у л ю  е д и н и ц у ,  с т а н о в я т с я  к о м п л е к с н ы м и  к о р н я м и  п р и  Р >  М.
Д о п о л н и т е л ь н о е  и с с л е д о в а н и е  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  м н и м а я  ч а с т ь  э т и х  к о р ­

н е й  п о л о ж и т е л ь н а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  п р и  Р >  М п о т о к  б у д е т  н е у с т о й ч и в ы м .

2 .  К о р и н ,  к о т о р ы е  п р и  р =  0  б ы л и  в е щ е с т в е н н ы м и  и  п р е в о с х о д и л и  п о  

м о д у л ю  е д и н и ц у ,  о с т а ю т с я  в е щ е с т в е н н ы м и  к о р н я м и  п р и  л ю б о м  з н а ч е н и и  р.

3 .  К о р н и ,  к о т о р ы е  п р и  р = 0  б ы л и  к о м п л е к с н ы м и  к о р н я м и  с  о т р и ц а т е л ь ­

н о й  м н и м о й  ч а с т ь ю ,  о с т а ю т с я  т а к о в ы м и  п р и  л ю б о м  з н а ч е н и и  р .  Э т о  с л е д у е т  

и з  т о г о  ф а к т а ,  ч т о  в  у р а в н е н и и  ( 1 2 )  п р и  у в е л и ч е н и и  р н с  п о я в л я е т с я  н о в ы х  

в е щ е с т в е н н ы х  к о р н е й .
Т а к и м  о б р а з о м ,  п о т о к  с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  с т а н о в и т с я  н е у с т о й ч и в ы м  

п р и  т е х  ж е  с к о р о с т я х ,  ч т о  и  п о т о к  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .  И м е н н о  д л я  

м е м б р а н ы  д в и ж е н и е  у с т о й ч и в о  п р и  U <  с и  н е у с т о й ч и в о  п р и  U >  с ;  д л я  

п л а с т и н ы  д в и ж е н и е  н е у с т о й ч и в о  п р и  л ю б о й  с к о р о с т и  п о т о к а .

А н а л о г и ч н о  м о ж н о  и с с л е д о в а т ь  у с т о й ч и в о с т ь  п о т о к а ,  о г р а н и ч е н н о г о  

с т е н к а м и ,  х а р а к т е р и з у ю щ и м и с я  р е а к т и в н ы м  и м п е д а н с о м .  П у с т ь  п о т о к  

о г р а н и ч е н  с н и з у  с т е н к о й ,  х а р а к т е р и з у ю щ е й с я  б е з р а з м е р н ы м  а к у с т и ч е с к и м  

и м п е д а н с о м  Z,  и  с в е р х у  а б с о л ю т н о  ж е с т к о й  с т е н к о й .  И с с л е д у е м  э т о т  п о т о к  

н а  у с т о й ч и в о с т ь  п о  о т н о ш е н и ю  к  б е с к о н е ч н о  м а л ы м  в о з м у щ е н и я м .  П р и м е ­

н я я  о б ы ч н ы й  м е т о д  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и ,  п о л у ч и м ,  ч т о  д и с п е р с и о н ­

н о е  у р а в н е н и е  д л я  « д о п у с т и м ы х  ч а с т о т »  и м е е т  в и д

c l g [  ( a l l )  v a - p ) 2 - l  ] =  i | Z  ( I ) , (14)
v ( s - P ) * - i

4 4

г д е  в е л и ч и н ы  p ,  a ,  / /  и  £  и м е ю т  т е  ж е  з н а ч е н и я ,  ч т о  и  в  у р а в н е н и и  ( 1 2 ) .

В е щ е с т в е н н ы е  к о р н и  у р а в н е н и я  ( 1 4 )  я в л я ю т с я  т о ч к а м и  п е р е с е ч е н и я  

к р и в ы х  */ =  * / « ( £ >  Р )  и  У =  УЛЪ)> г д е  у 3 ( | )  = ^ Z ( g ) ,  а  у Р )  о п р е д е л я е т ­
с я  п о  ф о р м у л е  ( 1 3 ) .  Г р а ф и к  у =  у i ( | ,  0 )  и з о б р а ж е н  н а  ф и г у р е  с п л о ш н о й  

л и н и е й .  Д л я  п о с т р о е н и я  г р а ф и к а  у  =  у Л Ю  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  н а х о ж д е н и я  

к о р н е й  у р а в н е н и я  ( 1 4 )  н у ж н о  з н а т ь  ч а с т о т н у ю  з а в и с и м о с т ь  и м п е д а н с а .  Н е ­

к о т о р ы е  з а к л ю ч е н и я  о б  у с т о й ч и в о с т и  п о т о к а  м о ж н о  с д е л а т ь  п р и  д о в о л ь н о  

о б щ и х  п р е д п о л о ж е н и я х  о б  э т о й  з а в и с и м о с т и .

П у с т ь  и м п е д а н с  с т е н к и  я в л я е т с я  и м п е д а н с о м  у п р у г о г о  т и п а  п р и  л ю б о й  

в е щ е с т в е н н о й  ч а с т о т е .  Т о г д а  г/3 ( | )  б у д е т  о т р и ц а т е л ь н о й  в е л и ч и н о й  п р и  л ю ­

б о м  в е щ е с т в е н н о м  $ .  Н а п р и м е р ,  д л я  и м п е д а н с а  Z  =  ( —  i x c o ) - 1 , г д е  х  >  0 ,

564



и м е е м  у 3 =  — ( а с о х ) “ \ Э т о  п р и в о д и т  к  т о м у ,  ч т о  к о р н и  у р а в н е н и я  ( 1 4 ) ,  к о ­

т о р ы е  п р и  р = 0  б ы л и  в е щ е с т в е н н ы м и  и л и  и м е л и  о т р и ц а т е л ь н у ю  м н и м у ю  

ч а с т ь ,  о с т а ю т с я  т а к о в ы м и  п р и  л ю б о м  з н а ч е н и и  ft ( п р и  л ю б о м  с д в и г е  п о  о с и  

а б с ц и с с  г р а ф и к а  у =  у i ( £ ,  0 ) ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  п о т о к ,  о г р а н и ч е н н ы й  с т е н ­

к а м и ,  х а р а к т е р и з у ю щ и м и с я  и м п е д а н с о м  у п р у г о г о  т и п а ,  п р и  л ю б о й  с к о р о ­

с т и  U я в л я е т с я  у с т о й ч и в ы м  п о  о т н о ш е н и ю  к  б е с к о н е ч н о  м а л ы м  в о з м у щ е ­

н и я м . .
И с с л е д у е м  у с т о й ч и в о с т ь  п о т о к а ,  о г р а н и ч е н н о г о  с т е н к а м и ,  х а р а к т е р и ­

з у ю щ и м и с я  и м п е д а н с о м  м а с с о в о г о  т и п а .  П р и  т а к о м  и м п е д а н с е  и м е е м  

Уз(0)  = 0  и  у 3 ( £ )  > 0  п р и  £  0 .  Н а п р и м е р ,  д л я  и м п е д а н с а  Z  =  — / ' ( о т ,  г д е

т  >  0 ,  п о л у ч и м  уз =  ( а с0т)Ъ>2. П р и  0  =  0  к р и в ы е  у  =  у i ( £ ,  Р )  и  у =  у з ( £ )  

п е р е с е к а ю т с я  в  т о ч к е  |  =  0 .  Э т о  п е р е с е ч е н и е  п р о п а д а е т  п р и  U =£ 0 .  И с с л е ­

д о в а н и е  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  п р и  э т о м  с о о т в е т с т в е н н ы й  к о р е н ь  у р а в н е н и я  ( 1 4 )  

с т а н о в и т с я  к о м п л е к с н ы м  к о р н е м  с  п о л о ж и т е л ь н о й  м н и м о й  ч а с т ь ю .  Э т о  

о з н а ч а е т ,  ч т о  п о т о к  я в л я е т с я  н е у с т о й ч и в ы м  п р и  л ю б о й  с к о р о с т и  U.
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