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Рассматриваются нелпнейпые эффекты цри распространении высо­
кочастотных объемных упругих волн в непроводящих кристаллах. Дается 
краткий анализ нелинейных процессов, свизаппых с упругой пелинеппо- 
стыо, нелинейным пьезоэффектом и магнитоупругой нелинейностью. Опи­
сываются некоторые экспериментальные результаты по исследованию 
различных видов нелинейных эффектов.

Распространение упругих волн в кристаллах может сопровождаться 
нелинейными эффектами, имеющими различную природу. Эти эффекты 
играют определяющую роль во многих физических процессах в кристаллах 
и представляют также большой технический интерес.

В данной статье кратко рассмотрены три вида нелинейных эффектов, 
связанных с распространением объемных упругих волн в непроводящих 
кристаллах: упругая нелинейность, нелинейный пьезоэффект и магнито­
упругая нелинейность.

Упругая нелинейность. Первые эксперименты по изучению упругой, 
решеточной нелинейности были выполнены Красильниковым с сотрудни­

ками в 1962 г. (см. обзор [1] и 
приведенные там ссылки). 
В этих экспериментах проводи­
лись измерении высших гармо­
ник, возникающих при распро­
странении по кристаллу упру­
гой волны основной частоты 
(фиг. 1).

Такой метод исследования 
нелинейных эффектов оказался 
очень чувствительным и удоб­

ным, и в настоящее время он широко используется для изучения энгармо­
низма межатомных сил взаимодействия и для определения констант фонон- 
фононной связи [1]. Подробное изложение работ по исследованию упругой 
нелинейности дано в обзоре [1].  В предлагаемой статье мы рассмотрим 
работы в этой области, выполненные в ФТИ АН СССР уже после появле­
ния указанного обзора.

Эффекты, связанные с упругой нелинейностью, феноменологически 
можно описать с помощью упругих модулей высших порядков. При учете 
ангармонических эффектов третьего порядка в разложении упругой энер­
гии W  по степеням тензора деформации 5^ следует сохранить члены до 
третьего порядка включительно:

Фиг. 1. Схема эксперимента по регистрации 
акустических гармоник: /, 2 -  низко- п высо­
кочастотный СВЧ резонаторы, 3 — образец с 

двумя пьезопреобразователями 4, 5

W -------- CHkl Si>Skl +  —  Cijkimn S {iS hlS
2. о

mrt«

(Здесь cm  и — тензоры упругих постоянных).
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Тензор деформации в отличие от линейной теории упругости записыва­
ется с сохранением квадратичных по смещениям и, членов:

2
(2) Sik (dUi ̂  дик  ̂ dut dui 

дхк dxt дх\
h dui \ 
к dxt )  *

Уравнение движения для упругих смещений формально используется
дОгк

в том же виде, что и в линейной теории упругости; т. е. в виде рн< =  —— ,
о х  к

где р — плотность вещества, а тензор о**, равный

aik= d W

теперь несимметричен и не имеет смысла плотности потока импульса (тен­
зора напряжений) в связи с тем, что при переходе к нелинейной теории 
упругости уже нельзя пренебрегать различиями в координатах точек тела 
до и после деформирования [2].  Используя формулы (1) — (3) и подставляя 
найденное выражение для oik в уравнение движепия, получаем окончатель­
ный вид уравнения движения с учетом тройного энгармонизма:

р Ui — Cikim
d 2Ui

(4)
тдхк дх  

dzup dUi

+  сш т

дгир duj 
дхк дхт dxi

д2ит д\Хр

C K m p q

дги{ duj 
дхк дхт дх9

+

Chmpq —  “  -С ikmnpq —  -  “
OXk OXq OXm OXk ОХп OXq

Отметим, что при выводе уравнения (4) мы воспользовались методом 
Ландау — Лифшица [2],  хотя в нелинейной теории упругости более обще­
принятым является метод Терстона [3],  в котором используется матери­
альное и пространственное описание процесса деформирования и вводится 
понятие о термодинамических напряжениях. Оба подхода, однако, приво­
дят к одинаковым конечным результатам.

Уравнение (4) описывает нелинейные упругие эффекты, возникающие 
при распространении упругих волн в кристаллах.

Рассмотрим конкретный вид уравнения (4) для продольной упругой 
волны, распространяющейся вдоль оси х. Переходя от смещений к дефор­
мациям S = d u j d x  получаем

где Г=3+С ,и/сц.
Наличие в уравнении (5) S 2 сразу показывает, что при распростране­

нии по кристаллу волны деформации S i ( 0 i) с частотой оц возникает и вто­
рая гармоника этой волны iS2(2coj), а распространение по кристаллу двух 
волн Si((Di) и S 2( (02) вызовет образование волн с комбинационными часто­
тами 5 3 ( с« ) 1 ± ( о 2 ) .  Константа Г в ( 5 )  представляет собой, таким образом, 
константу фонон-фононной связи.

Используя уравнение (5) и метод медленно меняющихся амплитуд [4],  
можно показать, что выражение для плотности потока акустической энер­
гии второй гармоники Р2 в зависимости от расстояния, пройденного упру­
гой волной в кристалле, имеет вид:

Г 2Qi2
8pir

Здесь Pi и q{ — плотность потока акустической энергии и волновое число 
для упругой волны основной частоты, и — скорость распространения упру­
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гой волны, L — эффективная длина взаимодействия, равная

е~2а>х -  е~а'х 
а 2—2at

где а, и а 2 -  коэффициенты затухания упругих воли па основной частоте 
и на частоте второй гармоники. Из (6) следует, что интенсивность второй 
гармоники вначале нарастает с расстоянием, достигает максимума на ка­
ком-то расстоянии x = L 0, а затем падает. При сс2= 4 а ,, что обычно имеет 
место, L0= \n  2/2a,=?0,35/ai.

Измерения интенсивности гармоник упругих волн или воли комбина­
ционных частот позволяют, таким образом, определять константу фонон-

фонон ной связи Г для частот, исполь­
зуемых в эксперименте. Однако при 
этом прежде всего возникает вопрос, 
действительно ли наблюдаемые нели­
нейные эффекты связаны с упругой, 
решеточной нелинейностью или они 
обусловлены различными видами по­
верхностной нелинейности [1, 5].

Поверхностную нелинейность 
можно отличить от упругой путем из­
мерений зависимости интенсивности 

гармоники от расстояния, пройденного упругой волной в кристалле. Для 
решеточной нелинейности такая зависимость определяется выражением
(0), в случае же поверхностной нелинейности интенсивность гармоники 
должна уменьшаться с расстоянием из-за затухания.

Измерения зависимости интенсивности гармоники от длины образца I 
для продольных волн в кристаллах ниобата лития, проведенные в работе
[6],  показали, что эта зависимость описывается формулой (6) (длина об­
разцов изменялась от 8 до 60 мм) , т. е. основной вклад в гармонику связан 
с решеточной нелинейностью. Для подобных измерений, однако, требуется 
набор образцов разной длины, что усложняет эксперимент и снижает его 
точность. Более удобным оказывается метод измерения интенсивности гар­
моники вдоль длины образца с помощью брэгговского рассеяния света на 
упругих волнах. Номер гармоники определяется при этом величиной брэг­
говского угла, а интенсивность ее вычисляется по измеренной относитель­
ной интенсивности рассеянного света. Метод брэгговского рассеяния ис­
пользовался в работе [7] для выяснения природы нелинейных эффектов в 
кристаллах S i0 2, Mg*0, MnF2. В работе [8] природа акустических гармоник 
изучалась с помощью брэгговского рассеяния в гомологическом ряду кри­
сталлов CaF2, SrF2, BaF2. Было показано, что образование гармоник про­
дольных упругих волн в этих кристаллах связано в основном с решеточной 
нелинейностью (фиг. 2).

На основании экспериментальных данных были определены константы 
фонон-фононного взаимодействия для исследованных кристаллов (таб­
лица). Увеличение этих констант в ряду от BaF2 к CaF2 можно связать с 
тем, что при уменьшении межатомного расстояния увеличивается асиммет­
рия потенциальной ямы, в которой находятся атомы в кристалле, а следо­
вательно, возрастает энгармонизм межатомных сил взаимодействия.

Для выяснения природы образования акустических гармоник в магиито- 
упорядочеиных кристаллах был предложен метод, основанный на явлении 
магнитоупругого резонанса [9].  Сущность этого метода заключается в сле­
дующем. Образец помещается в магнитное поле, при определенных значе­
ниях которого возможно относительно слабое резонансное взаимодействие 
упругих волн основной и удвоенной частоты со .спиновыми волнами 
(фиг. 3 ). Эксперимент проводится по схеме, изображенной на фиг. 1.

Константы фонон-фонопного взаимодей­
ствия IГI для продольных упругих волн

я О00) <Ш> <по>

ВаР2 4 6 5,5
SrF2 5,5 8 8
CaF2 (> 11 7
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Анализ всех возможных источников нелинейности [9] показывает, что 
только в случае упругой нелинейности для гармоники должны наблюдаться 
два резонансных пика с очень большой глубиной резонанса, которая опре­
деляется как уменьшением эффективной длины взаимодействия, так и дис­
персией скорости упругих волн при магнитоупругом резонансе. Приведен­
ные на фиг. 3 результаты показывают, что для продольных упругих волн 
в кристаллах феррита-граната иттрия основной вклад в гармонику вносит 
упругая нелинейность.

В заключение этого раздела укажем, что, хотя нелинейные упругие 
свойства изучались для многих кристаллов, систематические данные по ис­
следованию таких свойств в настоящее время по существу отсутствуют. 
Представляет несомненный интерес проведение систематических измере­
ний констант энгармонизма 1' в кристаллах разных типов для выявления 
наиболее общих закономерностей, определяющих величину энгармонизма 
и для установления связи величины Г с затуханием упругих волн и с дру­
гими физическими свойствами кристаллов.

Очень интересными представляются также исследования температур­
ных зависимостей константы энгармонизма в области фазовых переходов 
[10—12], которые безусловно будут способствовать уточнению представле­
ний о природе этих переходов.

Нелинейный пьезоэффект. Распространение упругих волн в кристаллах 
может сопровождаться нелинейными эффектами электрической природы, 
связанными с зависимостью от деформации диэлектрической проницаемо­
сти и пьезомодуля. Подобные вопросы рассматривались в работах [13—16]. 
Для анализа таких эффектов запишем энергию кристалла W в виде разло­
жения в ряд по компонентам тензора деформаций S  и электрического 
поля Е  с учетом членов до третьего порядка включительно. Для простоты 
опустим тензорные индексы.

W
1

c V  +

(7)
б"

CBs3 -  —  e’E 2 -  —  V E 3- e E s  -
6

\
2

-  —  dE2s -  —  fEs2.
2

Здесь cE и CE — упругие константы при постоянном электрическом поле, 
г 8 — диэлектрическая проницаемость при постоянной деформации, | я — не­
линейная диэлектрическая проницаемость, е — пьезокоэффициент, d — ко­
эффициент электрострикции, / —квадратный пьезоэлектрический коэффи­
циент.

Используя выражение (7), легко показать, что Ъ>8=дг*./дЕ1 d = d e jd E =  
= d e s/ds1 f = d e / d s = —dcE/dE, т. е. коэффициенты £ и d  связаны соответ­
ственно с электро- и упругооптическими постоянными, а коэффифциент / 
характеризует изменение скорости упругих волн под действием электриче­
ского поля.

Члены в разложении энергии, содержащие произведение Es, можно рас­
сматривать как некую эффективную пьезоэлектрическую энергию И̂ льсзо.эф:

(8) И^ьезо, эф =  -  (е  +  dE +  - i - /5j E s = - e ^ E s ,

где +  —  dE +  —  fs.

Таким образом, коэффициенты d  и /  представляют собой пьезокоэффи­
циенты, нелинейные соответственно по электрическому полю и деформации. 
Смысл соотношения (8) заключается в том, что оно показывает, как ста­
тические электрическое поле или деформация могут индуцировать отлич­
ный от нуля эффективный пьезокоэффициент е.мЪ в том числе и в тех слу­
чаях, когда истинный, т. е. линейный, пьезокоэффициент е равен пулю из-за
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вида симметрии кристалла. Отметим, что симметрия коэффициентов d и /  
(тензоров четвертого и пятого ранга соответственно) такова, что коэффици­
енты d  отличны от нуля в любых твердых телах, а коэффициенты /  не 
равны нулю в кристаллах всех точечных групп, не обладающих центром 
инверсии [17].

S,(0) ’ '°

Фиг. 2. Зависимость относительной 
амплитуды деформации дли второй 
гармоники продольной упругой вол­
ны при распространении вдоль на­
правления <111> в кристаллах CaF2 
(1) и BaF2 (2). Основная частота 

упругих волн 560 Мгц. Точками 
представлены экспериментальные 
данные, сплошные кривые -  резуль­

таты расчета

/мксек

Фиг. 3. Зависимость показателя за­
тухания А продольных упругих 
волн в феррите-гранате иттрия при 
распространении вдоль направления 
<100) от магнитного поля. 1, 2 -  и 
образце непосредственно возбужде­
ны упругие волны с частотой 560 
(7) и 1120 Мгц (2 )} 3 -  возбуждены 
упругие волны с частотой 560 Мгц, 
регистрируется вторая гармоника

1120 Мгц

Используя выражение (7) можно показать также, что при расиростра 
нении упругой волны в кристалле, например, вдоль оси X, в этом же на 
правлении возникает продольное электрическое поле Ех [18]:

(9)

Cxxl 1 ( 1 ,
-----------Sxi - —  /

£хх е „ ‘ V 2

• 1 &ХХ1 &ххт \
+  —  

2 ( е « * ) 2
Sxl $хт

) •

dxxxl вххт , 
xxlxm I

Zxx$

т. е. упругая волна приводит к образованию переменного электрического 
поля как той же, так и удвоенной частоты. В случае непьезоактивной 
(в линейном смысле) упругой волны, т. е. при равенстве нулю коэффици­
ентов е, возникает электрическое поле только удвоенной частоты:

В работах [19, 20] были проведены эксперименты по обнаружению та­
кого поля в кристаллах кварца (точечная группа D3), пиобата лития (C3v) 
и сульфида кадмия (CQv) при распространении поперечных упругих волн 
с частотой —1000 мгц вдоль осей симметрии С21 С3, Св соответственно. В от­
личие от экспериментов по регистрации упругих гармоник (фиг. 1) пьезо­
преобразователь в высокочастотном резонаторе отсутствовал (фиг. 4 ), так 
как электрическое поле удвоенной частоты можно зарегистрировать непо­
средственно. Во всех исследованных кристаллах действительно было обна-
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ружено появление продольного электрического поля удвоенной частоты при 
распространении упругих волн.

Согласно (9), нелинейное взаимодействие упругих волн с образованием 
электрического поля удвоенной частоты может происходить и в случае 
противоположно направленных упругих волн одинаковой частоты со4=со2
[21].  В соответствии с закопами 
сохранения энергии и импульса 
при таком взаимодействии резуль­
тирующие колебания электриче­
ского поля будут иметь нулевой 
волновой вектор q3=cji+q2=0 и уд­
военную частоту со.1= 0) 1+ 0)2= 2 o)i.
Эти колебания должны возникать 
в тех участках кристалла, где 
встречаются противоположно на­
правленные упругие волны. Сиг­
налы электрического поля удвоен­
ной частоты, возникающие в мо­
мент встречи противоположно направленных волн, были зарегистрированы 
во всех исследованных кристаллах при проведении экспериментов но схеме 
фиг. 4.

Взаимодействие противоположно направленных волн должно наблю­
даться и для пьезоактивных волн, если отличны от нуля нелинейные коэф­
фициенты, представленные в (9). Это имеет место, например, для продоль­
ных упругих волн при распространении вдоль оси С а в кристаллах ниобата 
лития и вдоль оси С2 в кристаллах кварца и молибдата гадолиния, где такое 
взаимодействие действительно наблюдалось [20, 22].

С помощью схемы, показанной на фиг. 4, можно наблюдать и другого 
типа нелинейное взаимодействие, а именно параметрическое взаимодейст­
вие упругой волны, характеризуемой волновым вектором qi и частотой о* 
с пространственно-однородным электрическим полем накачки с частотой 
<!)3=2(i)i [23].  Такое взаимодействие вызывает появление обратной упругой 
волны с q2= —qi и o)2=(i)i, а при определенной мощности накачки стано­
вится возможным и усиление прямой волны. Впервые взаимодействие ука­
занного типа наблюдалось при поперечной накачке (при электрическом 
иоле, перпендикулярном волновому вектору упругой волны) в работе [21].  
Нами такое взаимодействие наблюдалось в условиях продольпой накачки 
для кристаллов ниобата лития на частоте около 1000 мгц.

В работе [24] описанный выше механизм параметрического взаимодей­
ствия применен для объяснения явления фононного эха, которое возника­
ет, как показали наши эксперименты, и в кристаллах ниобата лития.

Магнитоупругая нелинейность. Нелинейные эффекты при распростра­
нении упругих волн в магиитоупорядочениых кристаллах обусловлены как 
обычной упругой нелинейностью, так и нелинейностью, определяемой 
связью между упругими и спиновыми волнами. Проявления нелинейных 
эффектов в последнем случае необычайно многообразны. Рассмотрение та­
ких эффектов проводится на основе уравнений для упругих смещений и, 
и намагниченности М:

М =ч[М Х Н ],

где Н — эффективное магнитное поле, представляющее собой функциональ­
ную производную от энергии по магнитному моменту [25],  у — гиромагнит­
ное отношение.

Фиг. 4. Схема эксперимента но регистра­
ции электрического поля удвоенной часто­
ты, обусловленного нелинейным пьезоэф­
фектом. /, 2 -  низко- и высокочастотный 
СВЧ резонаторы, 3 -  образец с одним 

пьезопреобразователем 4
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Энергия кристалла записывается в следующем виде:

дсск д а к
W = a ij—----- -— ■ +  y^aiaj+%ilhla.iajaka l+ b iikls iiaka l+

0Х{ U Xj

"ЬBifritn „SijSklCLmCLn "Ь
1 1
“ CijklSiiSkl + --- -CijklmnSijSklSmn + ,

где <Хц — тензор обменного взаимодействия, и x«w — константы магнито­
кристаллографической анизотропии второго и четвертого порядков, b и 
В — магнитоупругие постоянные второго и четвертого порядков соответст­
венно, а  — направляющие косинусы намагниченности.

Первые пять слагаемых (11) представляют собой соответственно об­
менную энергию, энергию магнитной анизотропии второго и четвертого 
порядков и магнитоупругую энергию первого и второго порядков.

Используя выражения (10) и ( И ) ,  можно выяснить характер различ­
ных нелинейных эффектов, которые возникают при распространении уп­
ругих волн в магнитоупорядоченных кристаллах. В качестве примера 
одного из таких эффектов рассмотрим обнаруженное экспериментально в 
работе [26] взаимодействие противоположно направленных упругих волн 
в феррите-гранате иттрия. В эксперименте применялись поперечные уп­
ругие волны с частотой 540 мгц, распространяющиеся вдоль направле­
ния <111 >. Образец имел форму цилиндра длиной 14,5 мм и диаметром 
2 мм и находился в постоянном магнитном поле, направленном перпенди­
кулярно оси цилиндра. Эксперимент проводился по схеме фиг. 4 с на­
стройкой высокочастотного резонатора на частоту 1080 мгц. Для создания 
в кристалле двух встречных волн на иьезопреобразователь подавались два 
электромагнитных радиоимпульса длительностью 0,5 мксек с одинаковой 
частотой заполнения. Эти импульсы возбуждали в кристалле соответствую­
щие упругие импульсы, (‘двинутые во времени так, что после отражения 
от выходного торца кристалла первый импульс, двигаясь навстречу второ­
му, встречался с ним внутри кристалла. Очевидно, упругие волны могли 
взаимодействовать друг с другом только в момент встречи импульсов.

Эксперимент показал, что при этих условиях на удвоенной частоте 
наблюдается электромагнитный сигнал, соответствующий моменту встречи 
упругих импульсов. Мощность сигнала удвоенной частоты пропорциональ­
на произведению акустических мощностей волн основной частоты. Для 
каждого значения внешнего магнитного поля сигнал возникал лишь при 
определенной задержке между задающими радиоимпульсами. Поскольку 
время этой задержки определяет место встречи упругих импульсов в об­
разце, то из эксперимента следует, что при данном магнитном поле взаи­
модействие происходит лишь в некоторой локализованной области внутри 
кристалла. Положение этой области («точки») в зависимости от магнит­
ного поля можно рассчитать, используя экспериментальные значения вре­
мени задержки. Оказывается, что положение точки взаимодействия сов­
падает с положением точки возврата удвоенной частоты, т. е. точки, где 
частота спиновой волны равна 2o>i, а волновой вектор равен нулю. Обнару­
женные сигналы удвоеыпой частоты могут быть в принципе связаны с 
взаимодействием как упругих, так и спиновых волн, поскольку распрост­
ранение упругой волны в магнитном кристалле может сопровождаться 
возбуждением спиновой волны. Однако контрольные эксперименты пока­
зали, что взаимодействие происходит именно между упругими волнами и 
не связано со спиновыми. На основании проведенных экспериментов в 
работе [26] был сделан вывод, что обнаруженный сигнал удвоенной ча­
стоты обусловлен колебаниями намагниченности с удвоенной частотой и
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нулевым волновым вектором (с точностью до неопределенности, связан­
ной с конечной длительностью импульсов), т. е. обусловлен однородной 
прецессией на удвоенной частоте (фиг. 5).

Используя выражения (10) и ( И ) ,  можно показать, что процесс взаи­
модействия противоположно направленных упругих волн с образованием 
однородной прецессии на удвоенной 
частоте описывается константами 
анизотропии четвертого порядка и 
магнитоуиругими константами перво­
го и второго порядков; в феррите-гра­
нате иттрия основной вклад вносят 
магнитоупругие постояиные второго 
порядка.

Описанный выше механизм дол­
жен проявляться и при взаимодейст­
вии прямой упругой волны, характе­
ризуемой параметрами о>1 и q1? с про­
странственно-однородным полем 
накачки частоты 2соь При этом, как и 
в случае пьезоэлектрической нелиней­
ности, должна возникать обратная 
упругая волна с волновым вектором 
q2= —q, и частотой co2=o)i. Такая обратная упругая волна действительно 
была обнаружена авторами настоящей работы совместно с Н. К. Юши- 
ным и Л. Н. Гришмановским. Описанный выше процесс можно рассматри­
вать как процесс образования фонопного эха при магнитной накачке.

В заключение отметим, что на основе всех рассмотренных выше нели­
нейных эффектов могут быть созданы устройства, представляющие боль­
шой интерес для техники СВЧ: преобразователи частоты, устройства, вы­
полняющие интегральпое преобразование «свертки», корреляции и др. [21, 
22].

Фиг. 5. Дисперсионные кривые упругих 
и спиновых волн и схема взаимодей­
ствия упругих волн *Si(<oi, qi) и *S2(g)2=  
©i, q2= - q i )  с образованием однород­
ной прецессии на удвоенной частоте

©3=2o)i
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