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ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ НЕЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ

О. В .  Р у д е н к о ,  С . И .  С о л у я н ,  Р .  В .  Х о х л о в

С т а т ь я  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  к р а т к и й  о б з о р  р я д а  т е о р е т и ч е с к и х  р а б о т  
п о  н е л и н е й н о й  а к у с т и к е .  И с п о л ь з о в а п а  с х е м а  к л а с с и ф и к а ц и и  я в л е н и й ,  
б а з и р у ю щ а я с я  н а  с о в о к у п н о с т и  т р е х  б е з р а з м е р н ы х  ч и с е л  Г ,  Д  Д  п о з в о ­
л я ю щ и х  с р а в н и т ь  в л и я н и е  р а з л и ч н ы х  ф а к т о р о в  н а  и с к а ж е н и е  ф о р м ы  
в о л н ы .

В процессе изучения нелинейпых акустических явлений было получе­
но много важных новых результатов как теоретических, так и экспери­
ментальных. Изложению этих результатов посвящепы многочисленные 
оригинальные работы, опубликованные в течение длительного промежутка 
времепи; они обобщены в ряде известных обзоров п монографии. Вместе 
с тем представляется естественной попытка расположить имеющиеся дан­
ные в рамках единой схемы, систематизировать их с точки зрения едино­
го методического подхода. Такой упрощенный обзор должен не столько 
облегчить восприятие уже решенных задач в целом, сколько выявить раз­
делы, изученные в недостаточной степени и стимулировать дальнейшие 
поиски в этих направлениях.

В основу используемой в данной работе классификации положен набор 
из трех безразмерных чисел Г, D , N, позволяющих сравнить вклад в ис­
кажение профиля волны диссипативных, дисперсионных и дифракцион­
ных процессов по отношению к процессу нелинейного искажения профи­
ля. Обсуждаются здесь в осповном теоретические работы по нелинейной 
акустике, выполненные в МГУ [1—32]. Методической основой большин­
ства работ является приближение медленно изменяющейся формы звуко­
вой волны [1].

Распространение ограниченных звуковых пучков в нелинейной среде, 
обладающей в общем случае диссипативными и релаксационными свойст­
вами, можно описать уравнением [2, 6, 18, 27] 1
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•

p '— приращение плотности среды, р0 — равновесное значение плотности, 
Т — характерное время релаксации, с0 и с х — скорость распространения 
звука на пизкпх и высоких частотах соответственно; f — показатель адиа­
баты; £ — коэффициент обч,емиой вязкости, ц — коэффициент сдвиговой 
вязкости, х — коэффициент теплопроводности. Координата х  отсчитывает-
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с я вдоль направления распространения звука, координата г —в направле­
нии, перпендикулярном оси пупка. Уравнение (1) может быть получено 
из полной системы уравнений гидродинамики с помощью приближенного 
уравнения состояния
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(где р' — приращение давления, у — колебательная скорость, cv и ср — теп­
лоемкость при постоянных объеме и давлении) и асимптотического мето-

Ф и г .  1 . Г р а ф и ч е с к и й  а н а л и з  и с к а ж е н и я  в о л н ы  п р и  < т < 1 .  Р е з у л ь т и р у ю щ и й  п р о ­
ф и л ь  ( к р и в а я  2 )  п о л у ч е н  с л о ж е н и е м  д в у х  ф у п к д и й :  G=arcsini? ( к р и в а я  1) и

п р я м о й  0 = —o R  ( 3)

Ф и г .  2 . П р о ф и л ь  в о л н ы  в  о б л а с т и  о > 1 .  К р и в а я  1 с о о т в е т с т в у е т  з н а ч е н и ю  Г =
= 0 , 1 ,  к р и в а я  2  -  Г = 0 , 5

да, основанного на предположении о медленности изменения профиля на 
расстояниях порядка длины волны. Это означает, что как нелинейность, 
так и конкурирующие процессы — диссипация, дисперсия и дифракция — 
являются слабыми.

Чтобы оценить относительный вклад нелинейности и конкурирующих 
процессов в искажение профиля, удобно перейти к безразмерным пере­
менным:

(3) Л = р 7 р о ' ,  a = e c o p o / x /co p o , 0=ю т, |=г/а,

где р</, со, а  — характерные амплитуда, частота и радиус пучка соответст­
венно. Уравнение (1) в этих переменных примет вид
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З д е с ь  Г ” * = 2 е  R e = 2 e c 0p 0i V & c o ,  D =m/2eM , N =(X /a)2/2n2eM —  н а б о р  и з  

т р е х  б е з р а з м е р н ы х  ч и с е л ,  п о л н о с т ь ю  о п р е д е л я ю щ и х  я в л е н и е ;  R e  — ч и с л о  

Р е й н о л ь д с а ,  X —  д л и н а  в о л н ы  в  с р е д е ,  М —  ч и с л о  М а х а .  Р а с с м о т р и м  в л и я ­

н и е  к а ж д о г о  х а р а к т е р н о г о  б е з р а з м е р н о г о  ч и с л а  в  о т д е л ь н о с т и .

Д и с с и п а т и в н а я  с р е д а .  П у с т ь  D = N = 0 ;  Г ^ О .  В  э т о м  с л у ч а е  ( 4 )  п е р е й ­

д е т  в  у р а в н е н и е  Б ю р г е р с а  [ 3 3 ,  1 — 3 ] :

Д л я  у р а в н е н и я  ( 5 )  н а й д е н о  о б щ е е  р е ш е н и е  [ 3 4 ,  3 5 ] ,  к о т о р о е  х о р о ш о  и с ­

с л е д о в а н о .  О с т а н о в и м с я  к о р о т к о  п а  с а м о м  и н т е р е с н о м  с л у ч а е  —  к о г д а  з н а ­

ч е н и е  Г  м а л о  ( с о о т в е т с т в у ю щ е е  а к у с т и ч е с к о е  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а  R e  — в е ­

л и к о )  [ 2 ] .  Т о ч н о е  р е ш е н и е  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  в  э т о м  с л у ч а е  н а  н е б о л ь ш и х  

р а с с т о я н и я х  0 < о < 1  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  д и с с и п а т и в н ы м и  э ф ф е к т а м и  и  

о п и с ы в а т ь  и с к а ж е н и е  с и н у с о и д а л ь н о й  н а  в х о д е  в о л н ы  в ы р а ж е н и е м  [ 2 , 3 6 ]

( 6 ) / ? = s i n ( 0 + c r f l )
2Jn(no) .

У  ------------------ s i n  nv.
71 =  1

по

Г р а ф и ч е с к и й  а н а л и з  р е ш е н и я  ( 6 )  д а н  н а  ф и г .  1 .  Н а  б о л ь ш и х  р а с с т о я н и я х  

l < o < 4 e R e = 2 r  р е ш е н и е  ( 5 )  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  ф о р м е  [ 2 ,  3 7 ] :

( 7 ) R = — [ -  1+а L 0 + я  t h
я 0  1

2 Г ( 1 + о )

s i n  Л 0

7»—  1
sh n T (i+ o )  1

п о к а з а н н о й  н а  ф и г .  2 .  Н е т р у д н о  в и д е т ь  ( п о с к о л ь к у  о  в х о д и т  п о д  з н а к  

« t h » ) ,  ч т о  ф р о н т  п о с т е п е н н о  р а с п л ы в а е т с я  и з - з а  д е й с т в и я  в я з к о с т и  и  т е п ­

л о п р о в о д н о с т и ,  и  п р о ф и л ь  в о л н ы  в н о в ь  с т а н о в и т с я  с и н у с о и д а л ь н ы м .  И н ­

т е р е с н о  з а м е т и т ь ,  ч т о  н а  р а с с т о я н и и  о = 2 / Г  а м п л и т у д а  в о л н ы  н е  з а в и с и т  

о т  с в о е г о  з н а ч е н и я  н а  в х о д е  ( п р и  о = 0 ) .
Т а к а я  и н т е р п р е т а ц и я  т о ч н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  Б ю р г е р с а  д л я  б о л ь ­

ш и х  ч и с е л  Р е й н о л ь д с а  и л л ю с т р и р у е т  м е т о д  п р и б л и ж е н н о г о  а н а л и з а  о б ­

щ е г о  у р а в н е н и я  ( 1 ) ,  п р и г о д н ы й  д л я  м а л ы х  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  Г  и  D. 
Н а  м а л ы х  р а с с т о я н и я х  о < 1  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  к о н к у р и р у ю щ и м и  п р о ц е с ­
с а м и  и  с л е д и т ь  т о л ь к о  з а  н е л и н е й н ы м  и с к а ж е н и е м  в о л н ы .  Н а  б о л ь ш и х  

р а с с т о я н и я х  о > 1  м о ж н о  т а к ж е  н е  у ч и т ы в а т ь  э т и  п р о ц е с с ы  в с ю д у ,  з а  и с ­

к л ю ч е н и е м  о б л а с т и  п р о ф и л я ,  п р и л е г а ю щ е й  к  р а з р ы в у .  В  э т о й  о б л а с т и

р е ш е н и е  м о ж н о  п о л у ч и т ь  с ш и в а н и е м  с т у п е н ч а т о г о  с к а ч к а ,  х а р а к т е р н о г о  

д л я  н е д и с с и п а т и в н о й  с р е д ы ,  и  с т а ц и о п а р н о г о  р е ш е н и я  ( с л а г а е м о е  « t h »  в  

ф о р м у л е  ( 7 ) ) .  Т а к о е  п р о с т о е  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  п о з в о л я е т  и с с л е д о ­

в а т ь  м н о г и е  н е л и н е й н ы е  э ф ф е к т ы ,  п р о я в л я ю щ и е с я  в  о б л а с т и  с у щ е с т в о в а ­

н и я  р а з в и т о г о  у д а р н о г о  ф р о н т а .  О б с у ж д е н и е  э т и х  э ф ф е к т о в  п р о в о д и т с я  в  

с л е д у ю щ и х  р а з д е л а х .
С р е д а  с  р е л а к с а ц и е й .  Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  с л у ч а й  Г = Л г= 0 ,  ОФ0 ,  т .  е .  

с л у ч а й ,  к о г д а  д и ф р а к ц и я  и  п о г л о щ е н и е ,  о б у с л о в л е н н о е  в я з к о с т ь ю  и  т е п л о ­

п р о в о д н о с т ь ю ,  о т с у т с т в у ю т ,  н о  у ч и т ы в а е т с я  д и с п е р с и я  и  п о г л о щ е н и е  и з - з а  

р е л а к с а ц и о н н ы х  п р о ц е с с о в .  С о о т в е т с т в у ю щ е е  у р а в н е н и е  в  о б щ е м  в и д е  н е  

р е ш е н о ,  о д н а к о  к а ч е с т в е н н о е  и с с л е д о в а н и е  п р о в е д е н о  в е с ь м а  п о л н о .  С т а ­

ц и о н а р н о е  р е ш е п и е ,  д а ю щ е е  с т р у к т у р у  с л а б о й  у д а р н о й  в о л н ы ,  и м е е т  

в и д  [ 7 ] :

( 8 )  ^  =  1 п < ‘ + й > ” - ‘
соТ ( 1 - Д )

D  + 1

и  п о к а з а н о  п а  ф и г .  3 .  В  п р е д е л ь н о м  с л у ч а е  со71< 1  в о л н а  б у д е т  и с к а ж а т ь с я  

н е с и м м е т р и ч н ы м  о б р а з о м ,  к а к  п о к а з а н о  н а  ф и г .  4 .  В  э т о м  с л у ч а е  у р а в н е н и е
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( 4 )  с в о д и т с я  к  у р а в н е н и ю  К о р т е в е г а  — д е  В р и з а  —  Б ю р г е р с а :

(9 )
dR
до

- R
OR
Ж - ° [ <эо2 v ' ]■

Р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  в  н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  м о ж е т  и м е т ь  о с ц и л л и р у ю ­

щ и й  х а р а к т е р .  В  д р у г о м  п р е д е л ь н о м  с л у ч а е  с о 7 ’> 1  п о л у ч а е т с я  у р а в н е н и е  
п е р в о г о  п о р я д к а  [ 1 ,  7 ]

( Ю )
дЯ
до „ л (  *  « .

5 0  с о 2 ’

Э т о  у р а в н е н и е  с в о д и т с я  к  с л е д у ю щ е м у :  dR/dZ—RdR/d0 = 0 ,  в  к о т о р о м  

р о л ь  п р и в е д е н н о г о  р а с с т о я н и я  и г р а е т  Z:

« и »
« . г  - ~

' - - в - * 1 -  " > ■

С л е д у е т  з а м е т и т ь ,  ч т о  п р и  Z с т р е м и т с я  к  Z00==(tiT/D. П о э т о м у ,  е с л и

а м п л и т у д а  н а  в х о д е  д о с т а т о ч н о  м а л а ,  р а з р ы в  м о ж е т  н е  с ф о р м и р о в а т ь с я  

в о в с е .  Е с л и  ж е  р а з р ы в  с ф о р м и р о в а л с я ,  т о  п р и  д а л ь н е й ш е м  р а с п р о с т р а н е ­

н и и  в о л н ы  о н  л и ш ь  у м е н ь ш а е т с я  п о  в е л и ч и н е ,  н е  р а с п л ы в а я с ь  в  п р о т и в о ­

п о л о ж н о с т ь  т о м у ,  ч т о  и м е л о  м е с т о  в  с л у ч а е  д и с с и п а ц и и ,  о б у с л о в л е н н о й  

в я з к о с т ь ю  и  т е п л о п р о в о д н о с т ь ю .

О г р а н и ч е н н ы е  з в у к о в ы е  п у ч к и .  Р а с с м о т р и м ,  к а к  в л и я е т  д и ф р а к ц и я  п а  

н е л и н е й н о е  р а с п р о с т р а н е н и е  в о л н ы ,  т .  е .  с л у ч а й  F = 7 ) = 0 ,  N=£0. У р а в н е н и е

( 4 )  п р и м е т  в и д  [ 1 8 ] :

( 1 2 )
д:Я 

д в  да
9 ( n 9R \ _ * / * ‘ Я  +

дО \ 0 0 /  4  \д%*
d R \
w )

О б щ е е  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  п а й т и  н е  у д а е т с я ,  п о  п р е ­

д е л ь н ы е  с л у ч а и  м а л ы х  и  б о л ь ш и х  ч и с е л  N м о ж н о  п р о а н а л и з и р о в а т ь  н а  о с ­

н о в е  п р и б л и ж е н н ы х  р е ш е н и й .  П р и  м а л ы х  N  а н а л и з  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  н з - з а  

н е л и н е й н о с т и  р а д и у с  п у ч к а  в  ф а з е  с ж а т и я  н е с к о л ь к о  у в е л и ч и в а е т с я ,  а  в  

ф а з е  р а з р е ж е н и я  —  у м е н ь ш а е т с я .  О д н а к о  в  с р е д н е м  з а  п е р и о д  р а д и у с  п у ч ­

к а  о с т а е т с я  н е и з м е н н ы м  д о  т е х  п о р ,  п о к а  в  в о л н е  н е  с ф о р м и р у е т с я  р а з р ы в .  

С  м о м е н т а  о б р а з о в а н и я  р а з р ы в а  с и т у а ц и я  и з м е н я е т с я  [ 2 9 ] .  П о с к о л ь к у  а м ­

п л и т у д а  в о л н ы  н а  о с и  б о л ь ш е ,  р а з р ы в  з д е с ь  о б р а з у е т с я  р а н ь ш е ,  ч т о  п р и в о ­

д и т  к  у м е н ь ш е н и ю  а м п л и т у д ы  и  в ы р а в н и в а н и ю  е е  р а д и а л ь н о г о  р а с п р е д е ­

л е н и я  ( ф и г .  5 ) .  Т а к о е  у в е л и ч е н и е  х а р а к т е р н о й  ш и р и н ы  п у ч к а ,  к о т о р о е  

м о ж н о  и н т е р п р е т и р о в а т ь  к а к  д о п о л н и т е л ь н у ю  н е л и н е й н у ю  д и ф р а к ц и о н н у ю  

р а с х о д и м о с т ь ,  н а б л ю д а л о с ь  в  э к с п е р и м е н т е  [ 3 8 ] .  П р о ц е с с  г е н е р а ц и и  г а р м о ­

н и к  в  п у ч к е  т а к ж е  п р о и с х о д и т  и н а ч е ,  ч е м  в  п л о с к о й  в о л н е .  З д е с ь  р а д и а л ь ­

н о е  р а с п р е д е л е н и е  а м п л и т у д  г а р м о н и к  н е  с о в п а д а е т  с  и с х о д н ы м ;  с  п о в ы ­

ш е н и е м  н о м е р а  г а р м о н и к и  а м п л и т у д а  п о  м е р е  у д а л е н и я  о т  о с и  п у ч к а  

с п а д а е т  б ы с т р е е .  О т м е т и м  в  з а к л ю ч е н и е ,  ч т о  д и ф р а к ц и я  в  о т л и ч и е  о т  д и с ­

с и п а т и в н ы х  э ф ф е к т о в  н е  м о ж е т  в о с п р е п я т с т в о в а т ь  о б р а з о в а н и ю  р а з р ы в а ,  
а  л и ш ь  у м е н ь ш а е т  т е м п ы  н а к о п л е н и я  н е л и н е й н ы х  и с к а ж е н и й .

С ф е р и ч е с к и е  и  ц и л и н д р и ч е с к и е  в о л н ы .  В с е  с к а з а н н о е  в ы ш е  о т н о с и л о с ь  

к  к в а з и п л о с к и м  в о л н а м ,  о д н а к о  а н а л о г и ч н ы е  р е з у л ь т а т ы  п о л у ч е н ы  д л я  

с ф е р и ч е с к и -  и  ц и л и н д р и ч е с к и - с и м м е т р и ч н ы х  в о л н .  Д л я  п р о с т е й ш е г о  с л у ­

ч а я ,  к о г д а  р е л а к с а ц и о н н ы е  э ф ф е к т ы  и  д и ф р а к ц и я  н е  у ч и т ы в а ю т с я ,  в  н а л о г  

у р а в н е н и я  ( 5 )  и м е е т  в и д  [ 5 ,  8 ]

(1 3 )
dR , п п п -  +  —  R - R
до 2 .0

dR
Ж

d*R
5 0 2

З д е с ь  п = 1  о т н о с и т с я  к  ц и л и н д р и ч е с к о м у  с л у ч а ю  и  п= 2  —  к  с ф е р и ч е с к о м у .  

Э т о  у р а в н е н и е  м о ж н о  с в е с т и  к  т и п у  Б ю р г е р с а  д л я  с р е д ы ,  в  к о т о р о й  в я з ­

к о с т ь  и  т е п л о п р о в о д н о с т ь  в о з р а с т а ю т  п о  л и н е й н о м у  з а к о н у  ( п р и  п = 1 )  и л и
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э к с п о н е н ц и а л ь н о  —  в  с л у ч а е  п = 2 .  Э т о  п р и в о д и т  к  б о л е е  б ы с т р о м у  т е м п у  

н е л и н е й н ы х  и с к а ж е н и й  д л я  с х о д я щ и х с я  в о л н  и  б о л е е  м е д л е н н о м у  —  д л я  

р а с х о д я щ и х с я .  С л е д у е т  т а к ж е  з а м е т и т ь ,  ч т о  в  с х о д я щ е й с я  в о л н е  р а з р ы в  

м о ж е т  о б р а з о в а т ь с я  д в а ж д ы .
В з а и м о д е й с т в и е  в о л н .  У р а в н е н и я  ( 4 )  и  ( 1 3 )  п р е д н а з н а ч е н ы  д л я  о п и с а ­

н и я  в о л н о в ы х  п о л е й ,  о д н а к о  в  а к у с т и к е  ч а с т о  т р е б у е т с я  з н а т ь  и х  с п е к т ­

р а л ь н о е  п р е д с т а в л е н и е .  Н а  с п е к т р а л ь н о м  я з ы к е  и с к а ж е н и е  п р о ф и л я  т р а к -  

т у о т с я  к а к  н е л и н е й н о е  в з а и м о д е й с т в и е  м е ж д у  к р а т н ы м и  г а р м о н и к а м и  и

Ф и г .  3 Фиг. 4 Ф иг. 5

Ф и г . 3 .  С т р у к т у р а  о д и н о ч н о г о  с к а ч к а  в  с р е д е  с  р е л а к с а ц и е й  п р и  р а з л и ч н ы х  з н а ч е ­
н и я х  д и с п е р с и о н н о г о  ч и с л а  D: а -  б -  D >  J, в -  D C  1

Ф и г .  4. Н е с и м м е т р и ч н ы й  п р о ф и л ь  в о л н ы  в  р е л а к с и р у ю щ е й  с р е д е  ( п р е д е л ь н ы й
с л у ч а й  ( u T ^ l ) :  а — D >  1, б — D e l

Ф и г .  5. П р о ц е с с  « с г л а ж и в а н и я »  з а в и с и м о с т и  с р е д н е й  з а  п е р и о д  э н е р г и и  в о л н ы  В  о т
р а д и а л ь н о й  к о о р д и н а т ы  g

к о м б и н а ц и о н н ы м и  ч а с т о т а м и  Ф у р ь е - к о м п о и е н т  и с х о д п о г о  с п е к т р а .  П р я м о е  

о п и с а н и е  э в о л ю ц и и  с п е к т р о в  р е г у л я р н ы х  п о л е й  н е  п р е д с т а в л я е т с я  в о з м о ж ­

н ы м ,  и  п о э т о м у  о с т а ю т с я  д в а  п у т и :  м е т о д  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  

и  ч и с л е н н ы й  а н а л и з  Ф у р ь е  в ы р а ж е н и й ,  о п и с ы в а ю щ и х  д и н а м и к у  п о л я  [ 9 ,  

1 2 ,  3 0 ] .  В т о р о й  п у т ь  п р е д п о ч т и т е л ь н е е ,  т а к  к а к  о н  н е  с в я з а н  с  ж е с т к и м и  

о г р а н и ч е н и я м и ,  н а л а г а е м ы м и  н а  о б л а с т ь  п р и м е н и м о с т и  р е з у л ь т а т о в .  В  к а ­
ч е с т в е  п р и м е р а  у к а ж е м  н а  в а ж н у ю  з а д а ч у  о  в ы р о ж д е н н о м  п а р а м е т р и ч е ­

с к о м  в з а и м о д е й с т в и и  м е ж д у  в о л н а м и  с  ч а с т о т а м и  со и  с о / 2  [ 3 0 ] .  В  т е х  с л у ­

ч а я х ,  к о г д а  н а ч а л ь н ы е  с д в и г и  ф а з  р а в н ы  я / 2  и  0 ,  в з а и м о д е й с т в и е  н о с и т  

р а з л и ч н ы й  х а р а к т е р .  В  п е р в о м  с л у ч а е  п о л о ж е н и е  ( ф р о н т а  н е у с т о й ч и в о  —  

п е р и о д  в о л н ы  п о с т е п е н н о  с т р е м и т с я  у д в о и т ь с я ,  ч т о  п р и  с п е к т р а л ь п о м  о п и ­

с а н и и  с о о т в е т с т в у е т  р о с т у  с у б г а р м о п и к и .  А н а л о г и ч н о  м о ж е т  б ы т ь  р е ш е н а  

з а д а ч а  о  п а р а м е т р и ч е с к о м  и з л у ч а т е л е  у л ь т р а з в у к а .

М а к с и м а л ь н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  у с и л е н и я  з а  с ч е т  н е л и н е й н о г о  в з а и м о д е й ­

с т в и я  в  с р е д е  б е з  д и с п е р с и и  р а в е н  Г ” 7*, о д н а к о  о н  м о ж е т  б ы т ь  р е а л и з о в а н  

л и ш ь  д л я  о ч е п ь  с л а б ы х  с и г н а л о в .  Е с л и  р е ч ь  и д е т  о  п р а к т и ч е с к о м  п р и м е ­

н е н и и  э ф ф е к т а ,  т о  н е о б х о д и м о  и с п о л ь з о в а т ь  и с к у с с т в е н н ы е  с и с т е м ы  с  д и с ­

п е р с и е й  [ 1 3 — 1 5 ] .
С т а т и с т и ч е с к и е  я в л е н и я .  В  о т л и ч и е  о т  с и т у а ц и и ,  и м е ю щ е й  м е с т о  в  р е ­

г у л я р н ы х  в о л н а х ,  з а д а н и е  и с х о д н о г о  с п е к т р а  ш у м о в о г о  в о з м у щ е н и я  о д н о ­

з н а ч н о  о п р е д е л я е т  п р о ц е с с  е г о  э в о л ю ц и и  ( р а з у м е е т с я ,  п р и  з а д а н н о й  с т а ­

т и с т и к е  н а  в х о д е  с р е д ы ) .  Н е д а в н о  п о л у ч е н ы  о б щ и е  р е з у л ь т а т ы ,  о п и с ы в а ю ­

щ и е  н е л и н е й н у ю  д е ф о р м а ц и ю  с п е к т р о в  в  и д е а л ь н о й  с р е д е .  В  ч а с т н о с т и ,
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е с л и  ш у м  п а  в х о д е  х а р а к т е р и з у е т с я  г а у с с о в ы м  р а с п р е д е л е н и е м  с  к о р р е л я ­
ц и о н н о й  ф у н к ц и е й  6 ( т ) ,  в ы р а ж е н и е  с п е к т р а  S ( со, о )  и м е е т  в и д  [ 3 2 ] :

Q — °* -
( 1 4 )  S ( с о ,  о )   ---------- -- Г [ e ° 2b(t)— l ] c o s  с о т  dx.

л о 2 J

В ы р а ж е н и е  ( 1 4 )  п р и г о д н о  д л я  и с х о д н ы х  с п е к т р о в  п р о и з в о л ь н о й  ш и р и н ы  и  

ф о р м ы  и  п о з в о л я е т  р а с с м о т р е т ь  р а з н о о б р а з н ы е  т и п ы  в з а и м о д е й с т в и й  [ 2 8 ] .

5»

Фиг. 7
Фиг. 6. Зависимость интенсивностей Е п первой (я=1), второй (2) и 
третьей (3) гармоник от приведенного расстояния о<1 при одинаковых 
интенсивностях исходных сигналов. Гармоническому сигналу соответст­
вуют штриховые кривые, узкополосному шумовому сигналу — сплошные

кривые

Фиг. 7. Изменение формы широкополосного исходного спектра (кривая 1) 
S {о), 0) в нелинейной среде для различных значений приведенного рас­

стояния а; 2 — о = 1/6, 3 — о = 1/2V3; 4  — о=1/УЗ

В  ч а с т н о с т и ,  д л я  к в а з и г а р м о н и ч е с к о г о  в о з м у щ е н и я  с  и с х о д н о й  к о р р е л я ц и ­

о н н о й  ф у н к ц и е й  6 ( t ) c o s (o 0t  ф о р м у л а  ( 1 3 )  п р и в о д и т  к  к о р р е л я ц и о н н о й  
ф у н к ц и и  [ 3 1 ] :

В(т, о )  =
у  2 е - (" ° )а 

2 - 1  ( no)z L  [  (па) гЪ ( т )  ]  c o s  гею от.

С р а в н и в а я  р е з у л ь т а т  ( 1 5 )  с  с о о т в е т с т в у ю щ и м  е м у  р е г у л я р н ы м  р е ш е н и е м  

Б е с с е л я  —  Ф у б и н и ,  л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  г е н е р а ц и я  п- й  г а р м о н и к и  ш у м о м  и д е т  

э ф ф е к т и в н е е  в  п\ р а з  ( с м .  т а к ж е  э к с п е р и м е н т а л ь н у ю  р а б о т у  [ 3 9 ] ) .  Ш и р и ­

н а  с п е к т р а л ь н ы х  л и н и й  г а р м о н и к  р а с т е т  к а к  с  у в е л и ч е н и е м  п, т а к  и  с  р о с ­

т о м  п р и в е д е н н о г о  р а с с т о я н и я  о .  П о в е д е н и е  и н т е н с и в н о с т е й  1 ,  2  и  3 - й  г а р ­

м о н и к  д л я  ш у м а  и  р е г у л я р н о й  в о л н ы  п р о и л л ю с т р и р о в а н о  н а  ф и г .  6  д л я  

з н а ч е н и й  о < 1 .  В  р а з р ы в н о й  о б л а с т и  о > 1  а н а л о г и ч н ы е  р е з у л ь т а т ы  м о ж н о  

п о л у ч и т ь  ч и с л е н н ы м  с п о с о б о м  [ 3 1 ] .  Д л я  ш и р о к о г о  и с х о д н о г о  с п е к т р а  

( « а к у с т и ч е с к а я  т у р б у л е н т н о с т ь » )  х а р а к т е р  т р а н с ф о р м а ц и и  з а в и с и т  о т  е г о  

н а ч а л ь н о й  ф о р м ы .  Е с л и  с п е к т р  S ( о ,  0 )  с о с р е д о т о ч е н  в б л и з и  с о = 0 ,  т о  в  с р е ­

д е  о н  д е ф о р м и р у е т с я  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о  с п е к т р а л ь н а я  п л о т н о с т ь  н а  н и з ­

к и х  ч а с т о т а х  у м е н ь ш а е т с я ,  а  н а  в ы с о к и х  в о з р а с т а е т .  Е с л и  ж е  м а к с и м у м  

п р и х о д и т с я  н а  с о = ( О о ^ О ,  т о  п р о и с х о д и т  к а к  п р е о б р а з о в а н и е  в  б о л е е  к о р о т -

454



к о в о л и о в ы й  с п е к т р ,  т а к  и  п а р а м е т р и ч е с к а я  п о д к а ч к а  е г о  д л и н н о в о л н о в о й  

ч а с т и  ( с м .  ф и г .  7  [ 3 2 ]  и  с о о т в е т с т в у ю щ и й  э к с п е р и м е н т  [ 4 0 ] ) .

Н а и б о л е е  и н т е р е с н ы е  з а д а ч и  с т а т и с т и ч е с к о й  н е л и н е й н о й  а к у с т и к и  с в я ­

з а н ы  с  р а с с м о т р е н и е м  в з а и м о д е й с т в и я  р е г у л я р н ы х  и  с л у ч а й н ы х  в о л н .  И з у ­

ч е н и е  т а к и х  з а д а ч  т о л ь к о  н а ч и н а е т с я .  П о д х о д ,  и с п о л ь з о в а н н ы й  в  р а б о т е  

[ 3 2 ] ,  в  н е с к о л ь к о  м о д и ф и ц и р о в а н н о й  ф о р м е  п о з в о л я е т  д а т ь  а н а л и т и ч е с к о е  

о п и с а н и е  п р о ц е с с а ,  и з о б р а ж е н н о г о  н а  ф и г .  8 .  Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  в  р е ­

з у л ь т а т е  в з а и м о д е й с т в и я  ш и р о к о п о л о с н о г о  ш у м а  с о  с п е к т р о м  SN и  р е г у л я р ­

н о й  л и н и и  Ss п р о и с х о д и т  и с к а ж е н и е  и с х о д н о г о  р а с п р е д е л е н и я  и  р о ж д е н и е  

н о в ы х  у ч а с т к о в  с п е к т р а  SN> 8. Н е л и н е й н а я  д и н а м и к а  о д н о г о  и з  т а к и х  у ч а с т -

Фиг. 8. Процесс рождения но­
вых участков спектра SiV- s, 
происходящий из-за неявней- 
пого взаимодействия спектров 
шумового возмущения S N и 
гармонического сигнала S b. 
Нумерация кривых от 0 до 5 
соответствует различпым, по­
следовательно возрастающим 

значениям о

S(U),G)
\  0*7,71 ■ т

/ Ч

с S •
0

\ \ о

f y T с S N
II 0  '

~ 5 /

/  V
/ Т У  з ' 2

1___ -—  Г.^
со

к о в  —  п ь е д е с т а л а  у  п о д н о ж и я  1  г а р м о н и к и  с и г н а л а  —  д о с т а т о ч н о  п о л н о  
о т р а ж е н а  н а  ф и г у р е .  Н у ж н о  у к а з а т ь ,  ч т о  э т и  з а д а ч и  и м е ю т  п р я м о е  о т н о ­

ш е н и е  к  п р о б л е м е  з а т у х а н и я  з в у к а  и з - з а  ф о н о н - ф о п о н н ы х  в з а и м о д е й с т в и й .

Г а з о д и н а м и ч е с к о е  п р и б л и ж е н и е .  Р е з у л ь т а т ы ,  о  к о т о р ы х  г о в о р и л о с ь  

в ы ш е ,  о т н о с и л и с ь  к  т р а д и ц и о н н о м у  д л я  а к у с т и к и  т а к  н а з ы в а е м о м у  в т о р о ­

м у  п р и б л и ж е н и ю .  П р и н ц и п и а л ь н ы й  и н т е р е с  п р е д с т а в л я е т  у ч е т  ч л е н о в  б о ­

л е е  в ы с о к о г о ,  т р е т ь е г о  п о р я д к а  м а л о с т и  в  и с х о д н ы х  у р а в н е н и я х .  В  т р е т ь е м  

п р и б л и ж е н и и  к а р т и н а  р а с п р о с т р а н е н и я  в о л н ы  к о н е ч н о й  а м п л и т у д ы  у с л о ж ­

н я е т с я .  Э т о  с в я з а н о  с  т е м ,  ч т о  в о л н а  п е р е с т а е т  б ы т ь  п р о с т о й  п о с л е  о б р а з о ­
в а н и я  в  н е й  р а з р ы в о в .  Е с л и  г л а д к и е  у ч а с т к и  п р о ф и л я  м о г у т  б ы т ь  о п и с а н ы  

с о о т н о ш е н и я м и  Р и м а н а ,  т о  р а з р ы в ы  у ж е  н е о б х о д и м о  с ч и т а т ь  у д а р н ы м и  

в о л н а м и  и  о п и с ы в а т ь  и х  р а з н о с т н ы м и  с о о т н о ш е н и я м и ,  о т л и ч а ю щ и м и с я  о т  

р и м а н о в ы х  в  ч л е п а х  т р е т ь е г о  п о р я д к а  м а л о с т и .  П о э т о м у  п а р а м е т р ы ,  х а р а к ­

т е р и з у ю щ и е  в о л н у ,  т р и  т р а н с ф о р м а ц и и  г л а д к и х  у ч а с т к о в  п р о ф и л я  в  р а з ­

р ы в н ы е  и з м е н я ю т с я  с к а ч к о м ,  ч т о  п р и в о д и т  к  п о я в л е н и ю  о т р а ж е н н ы х  о т  

р а з р ы в о в  в о л н .  В о л н а ,  о т р а ж е н н а я  о т  о д н о г о  р а з р ы в а ,  с в я з а н а  с  а м п л и т у ­

д о й  п о с л е д н е г о  в ы р а ж е н и е м  [ 1 6 ]

( 1 6 )  Р о т  _  ( Y + 1 ) 2 /  р 2  р . \ 3

р 0 1 9 2  \ р 0 ро /

П р и  р а с п р о с т р а н е н и и  п е р и о д и ч е с к о г о  в о з м у щ е н и я  о б р а з у ю щ и е с я  в  в о л н е  

р а з р ы в ы  с т а н о в я т с я  и с т о ч н и к а м и  о б р а т н ы х  в о л н  —  о д н о п о л я р н ы х  и м п у л ь ­

с о в  р а з р е ж е н и я .  П р и  н а л и ч и и  м н о г и х  р а з р ы в о в  э т и  и м п у л ь с ы  с к л а д ы в а ­

ю т с я ,  п р и в о д я  к  п о я в л е н и ю  п о с т о я н н о г о  т е ч е н и я  ~М г о т  и с т о ч н и к а  з в у к а  

в  н а п р а в л е н и и  р а с п р о с т р а н е н и я  и с х о д н о й  в о л н ы  [ 1 7 ] .

А к у с т и ч е с к и е  т е ч е н и я .  З а т у х а н и е  з в у к а  в  ж и д к о с т я х  и  г а з а х  п р и в о д и т  

к  п о я в л е н и ю  м е д л е н н о г о  т е ч е н и я  с р е д ы  —  т а к  н а з ы в а е м о г о  а к у с т и ч е с к о г о  

в е т р а .  Е г о  о п и с а н и е  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  с м е ж н у ю  п р о б л е м у  п е л и н е й н о й  

а к у с т и к и  и  г и д р о д и н а м и к и .  С т а ц и о н а р н ы е  р е ж и м ы  т е ч е н и й  и з у ч а ю т с я  

д а в н о ,  и х  п р о с т р а н с т в е н н а я  с т р у к т у р а  о п и с а н а  д о с т а т о ч н о  п о л н о .  В р е м е н ­

н о е  ж е  п о в е д е н и е  с к о р о с т и  п о т о к а  U с т а л о  р а с с м а т р и в а т ь с я  г о р а з д о  п о з д -
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н е е .  С р е д и  з а д а ч  о б  у с т а н о в л е н и и  о д н о м е р н о г о  т е ч е н и я  р е ш е н а ,  в  ч а с т н о ­

с т и  з а д а ч а ,  с о о т в е т с т в у ю щ а я  г е о м е т р и и  Э к к а р т а  [ 2 4 ] :

З д е с ь  г 0 —  р а д и у с  т р у б ы ,  r t —  р а д и у с  з в у к о в о г о  п у ч к а .  П о л у ч е н н о е  в ы р а ­

ж е н и е  о п и с ы в а е т  п р о ц е с с  р е л а к с а ц и и  р а д и а л ь н о г о  п р о ф и л я  с к о р о с т и  к  у с ­

т а н о в и в ш е м у с я  р а с п р е д е л е н и ю .  Э т о  п о з в о л и л о  о ц е н и т ь  х а р а к т е р н о е  в р е м я  

ф о р м и р о в а н и я  а к у с т и ч е с к о г о  в е т р а  н а  т а к и х  р а с с т о я н и я х  о т  и з л у ч а т е л я ,  

г д е  и з м е н е н и е м  с к о р о с т и  п о т о к а  в д о л ь  о с и  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .

Д л я  и с с л е д о в а н и я  н е о д н о м е р н ы х  т е ч е н и й  п о л у ч е н о  н е л и н е й н о е  а с и м п ­

т о т и ч е с к о е  у р а в н е н и е ,  с п р а в е д л и в о е  в б л и з и  о с и  з в у к о в о г о  п у ч к а  [ 2 5 ] :

Ц
w + J l 2 . - _

dt дх  ро дх  р 0
Ъг (х) U.

В  э т о м  у р а в н е н и и  у ч т е н а  в о з м о ж н о с т ь  к а к  л о к а л ь н о г о  н а р а с т а н и я  с к о р о с т и  

т е ч е н и я  и о д  д е й с т в и е м  р а с п р е д е л е н н о й  с и л ы  F (x ),  т а к  и  « д и с с и п а т и в н ы х »  

м е х а н и з м о в  —  о т т о к а  и м п у л ь с а  о т  о с и  и  п е р е р а с п р е д е л е н и я  е г о  в д о л ь  о с и  

с и с т е м ы .  П о к а з а н о ,  ч т о  п р и  п а л и ч и и  н е л и н е й н о с т и  э т и  ф а к т о р ы  п р и в о д я т  к  

н е м о н о т о н н о й  з а в и с и м о с т и  с к о р о с т и  т е ч е н и я  о т  в р е м е н и .  Н а  о с н о в е  а н а ­

л и т и ч е с к и х  в ы р а ж е н и й  с д е л а н  в ы в о д  о  т о м ,  ч т о  д а ж е  в  л и н е й н о м  п р и б л и ­

ж е н и и  п р о ц е с с  у с т а н о в л е н и я  н е о д н о м е р н ы х  п о т о к о в  о п р е д е л я е т с я  т р е м я  
х а р а к т е р н ы м и  в р е м е н а м и  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  я в л я е т с я  г о р а з д о  б о л е е  с л о ж ­

н ы м  п о  с р а в н е н и ю  с  э к к а р т о в с к и м  п р о ц е с с о м .  И с с л е д о в а н ы  з а к о н ы  п о д о ­

б и я  а к у с т и ч е с к и х  т е ч е н и и .  П о к а з а н о ,  ч т о  д л я  в о с п р о и з в е д е н и я  а д е к в а т н ы х  

э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  у с л о в и й  н е о б х о д и м о  с о б л ю д а т ь  р а в е н с т в о  г и д р о д и н а ­

м и ч е с к и х  ч и с е л  Р е й н о л ь д с а  и  Ф р у д а ,  в к л ю ч а ю щ и х  в  с е б я  а к у с т и ч е с к и е  

п а р а м е т р ы  п р о ц е с с а .

В  з а к л ю ч е н и е  х о ч е т с я  п о д ч е р к н у т ь ,  ч т о  п р и б л и ж е н и е  м е д л е н н о  м е н я ю ­

щ е г о с я  п р о ф и л я  я в л я е т с я  м о щ н ы м  и н с т р у м е н т о м  а н а л и з а  р а з л и ч н ы х  п р о ­

б л е м ,  в о з н и к а ю щ и х  в  п е л и н е й н о й  а к у с т и к е .  М н о г и е  з а д а ч и  у ж е  р е ш е н ы ,  

н о  м н о г и е  е щ е  с т о я т  н а  о ч е р е д и .
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