
a*8const, и функция £ пт(о>) в данном случае из нространственно-передаточной пре­
вращается в обычную передаточную функцию /7(0), что позволяет вынести ее за 
знак суммы в (3):

2 “  "
(6) S2(0 >) =  £((о) —  ̂  ^  p ^ ^ - H w + ^ r - x / Z ) ,

m = i  тг — 1

- 2  t-1524
где D(<o) = -----------|Z>t (о) |eiar*

0)

Значения IDi((o)l и arg/Mco), полученные в работе [4], даны в таблице. На фиг. '• 
п 5 представлены частотные характеристики 152(/)1 и \S(f )\  для расстояний г=146 
и 200 км соответственно в диапазоне частот 360-S-440 гц  (частотная характеристика 
15(/)1 показана в логарифмическом масштабе, 152( / ) 1 - в  линейном).

Авторы благодарят 10. А. Клокову и О. М. Елкину за помощь в проведении рас­
четов, а В. П. Югая за ряд ценных замечаний.
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗВУКОВЫХ ВОЛН В ЖИДКОСТИ
ПРИ КАВИТАЦИИ

В .  А .  К р а с и л ь н и к о в ,  В .  I I .  К у з н е ц о в

Возбуждение интенсивных звуковых волн в жидкости часто сопровождается ка­
витацией [1J. Возникновение кавитации в свою очередь приводит к появлению в 
сроде значительной дисперсии фазовой скорости распространения воли. Соответ­
ствующая дисперсионная зависимость для плоской волны имеет вид [2]:

( 4лл/?0с02
1 + ------------------------

o)o2-(o2-ipo)
где к -  волновое число, о) -  частота волны, с0 -  скорость звука в жидкости без ка­
витации, п  -  количество пузырьков в единице объема жидкости, 7?0 -  равновесный 
радиус пузырька, соо -  резонансная частота пузырька [3], р -  коэффициент затуха­
ния колебаний пузырька.

Если концентрация пузырьков в жидкости невелика, т. е. 14япЯ0с02/ 
/(о)о2-(о2-£ро))1<1, выражение (1) можно упростить и привести к виду

ы / 2nnR0co2
( 2 )  к =  —  (  1 + ---------------------------

со \ <«)o2-o)2-£|.i(j>

Рассмотрим область частот <о<со0 при условии р < 0 О. В этом случае

к
0
— + ib(a2 + d03, 
с

473



где

с = с о ( 1 + 2 л п Д о С о 2/соо2) " 1,

6=2ягей оС о[л/(0<Л

^ = 2 л 7 г Л 0Со/о)о4-

В линейном приближении для волны колебательной скорости и (х, т) распро­
страняющейся вдоль оси х  в положительном направлении в системе координат, дви­
жущейся в том же направлении со скоростью с, имеет место следующее уравнение 
(в переменных х у x = t x / c ) :

да дга д3и 

дх  дх3 '

При конечной амплитуде возмущений уравнение (4) должно содержать нели-
ди

нейный член аи  —
дх

[4J. В жидкой среде с пузырьками кроме нелинейности гидро­

динамического характера появляются эффекты, вызванные нелинейными колебания­
ми пузырька. Оценки показывают, что вблизи резонанса эта нелинейность может 
играть главную роль; однако вдали от резонансной частоты пузырька, при ы^соо, 
ею можно пренебречь и поэтому мы будем учитывать лишь гидродинамическую не­
линейность.

Таким образом, полное уравнение, описывающее распространение плоских нели­
нейных волн в жидкости при кавитации, имеет вид

да да д2и д3и
(5) -------а а -----= 6 ------ - + d ----- ,

дх  дх дхг дх3

где а=(у+1)/2с, y=*cp/cv; b -  коэффициент затухания, учитывающий как затуха­
ние волны в среде, характеризуемое коэффициентом

T n + S + *

так и потери при колебаниях пузырьков, определяемые коэффициентом 6 "=  
=2лл/?ос0р/(Оо4. (вдали от розонанса пузырьков 6=6 '  + 6"); d = 2ппИ0с0/о>о4 -  пара­
метр дисперсии, зависящий от размера пузырьков и их концентрации. Здесь ц -  ко­
эффициент сдвиговой вязкости, £ — коэффициент объемной вязкости, х — коэффи­
циент теплопроводности, с„ и ср — теплоемкость при постоянном объеме и постоян­
ном давлении соответственно.

д2а
Уравнение (5) без диссипативного члена 6 ----- - обычно называют уравнением

0 т 2

КортеБега -  де Вриза. Оно было получено для волн на поверхности воды и волн в 
плазме. Этому уравнению и ого решениям посвящено много работ [6]. Здесь мы 
приведем одно приближенное решение [7] этого уравнения в спектральной форме, 
справедливое при условиях со26 я < 1  и &3d x <  1:

оо gtcocixu( 0 ,1 )
(6) й(х, О)) =  exp(t(0 3 d;c-(i)2&z) f  *------------ е~Шх dxt

J Шах

где й ( х у <о)= J  u (jt, т)ехр(—icox) dx.

—  ОО

Граничное условие при х = 0  запишем в виде и(0, т)=/ (т) .  Если при я= 0  имеется 
гармонический источник м/(т) =  и0 sin Qt, то из формулы (6) можно получить реше-
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иие в виде тригонометрического ряда:

со

т) =  # TO(o)exp(-m 2o/Re)sin(wiQx— m 3o/D),

m=i

где c= a Q u 0x  -  безразмерное расстояние от источника, D = au0ldQ2 -  параметр дис­
персии, Не=аи0/Ы2 -  число Рейнольдса,

В т(а) =

2ио 

та

2и0

т а л

1т(гпо)у

Л

[ ' • + j
z0 + I cos го (a sin z — z)dz ]го

при 0<о< 1

При К о ^ о о ,

a z0 -  определяется из уравнения z0= o  sin z0.
Последнее выражение для коэффициентов # т (а) было впервые получено в ра­

боте [8] при точном решении задачи для случая Ь= 0 и d=0.
Можно отметить, что асимптотики формулы (7) при а-*0 или Ь-*-0 и d-*0 совпа­

дают с точными решениями соответствующих уравнений.
Конечная сумма членов тригонометрического ряда (7) при го=50, вычисленная 

на ЭВМ, приведена на фиг. 1 для а =2,0, D= 2 10я, Re=103. Результаты показывают, 
что полученное синусоидальное возмущение вначале ведет себя подобно обычной

Фиг. 1

нелинейной волне в среде без пузырьков: крутизна фронтов увеличивается и форма 
волны приближается к пилообразной. На расстояниях от источника порядка <т~1 
начинает сказываться дисперсия, обусловленная наличием пузырьков. На фиг. 1 
видны возникающие в течение положительного полупериода «зародыши» так назы­
ваемых солитонов [6, 9]. Численное решение задачи о распространении нелинейной 
волпы в среде с дисперсией для заданного значения параметра D было получено в 
работе [9], где приводится пример процесса «рассыпания» синусоидального возму­
щения коночной амплитуды на солитоны. Сравнение с результатами этой^ работы 
указывает на хорошее качественное совпадение формы волны, полученной в  [9], 
с приведенной на фиг. 1.

Рассмотрим тепцрь область частот (о>о>0 при условии р<(о0. В этом случае, 
ограничиваясь лишь квадратичными членами, получим из (2)

<о 1
( 8 )  к = ----------0  — ,

Со О)

где [3=2ялДоСо-
Аналогично приведенному выше случаю получаем для волны скорости и(х, т) 

нелинейное уравнение в переменных х  и x= 1 - xIcq в виде
д /  ди ди \

<9) ---- ( ------- а и ----- | + ри =  0.
дх \  дх дх )
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Если в среде имеется затухание, уравнение (9) должно содержать член вида
03и
---- , при этом (9) переходит в уравнение
Ох3

+ ри =  О,

где h=b'.
Решение этого уравнения с граничным условием гг (0, т) = н 0 sin Qt, применимое 

при со26х<1 и (Зх/(о<1, имеет вид:

(И) и (х, т) =  В т (о) exp ( -  mza/Re) sin (m Q x+ o/m S),

m«=*i

где S = a u o Q 2/ f i ,  а остальные обозначения те же, что и в формуле (7).
На фиг. 2 изображена функция и (х у т)/гго, вычисленная на ЭВМ по формуле (11) 

для значений ст=2,0, £=5,0, Rc=50,0 и т= 50 . Здесь так же, как и в случае низких 
частот с о < с о о ,  вначале синусоидальное возмущение искажается и на расстояниях от 
излучателя о~1 образуется ударпый фронт, а затем начинает влиять дисперсионный 
член ргг, вызывая несимметричное искажение формы волны: часть волны, соответ­
ствующая положительному нолуиериоду обостряется, а соответствующая отрица­
тельному -  сглаживается и уменьшается по амплитуде быстрее, чем положительная.

В работе [10], где экспериментально исследовалось распространение ультразву­
ка с интенсивностью 35-40 вг /см 1 и частотой 1 мгц  в воде было обнаружено иска­
жение волны, возникающее после образования кавитации. Оценки показывают, что 
резонансные частоты кавитационных пузырьков были значительно ниже частоты 
волны (они составляли десятки килогерц), т. с. выполнялось условие о)>(о0. При

и(х,Г)/и0

сравнении формы волны, наблюдавшейся экспериментально в работе [10], и формы 
волпы, рассчитанной здесь по формуле (11) (фиг. 2), обнаруживается хорошее ка­
чественное совпадение.

Экспериментальные условия, близкие к случаю со<соо, имели место в рабо­
те [И ], где было обнаружено зарождение солитонов на соответствующей положи­
тельному полуиериоду части волны, что также качественно согласуется с нашими 
расчетами.
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ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ СХЕМЫ УЛЬТРАЗВУКОВЫХ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ
С КОНЦЕНТРАТОРАМИ

Л , Я .  С н ы т к о

Волноводы переменного сечения -  концентраторы — находят широкое примене­
ние в технике ультразвука для увеличения амплитуды колебапий рабочего конца 
ультразвуковых инструментов. В работе [1] Меркуловым рассмотрена теория кон­
центраторов трех типов: конического, экспоненциального, катснондального. Эти кон­
центраторы обладают приблизительно одинаковым коэффициентом усиления ампли-

Di
туды при малых значениях параметра N  (N < 5), где N =  % D i и Z>2 — диаметры
входного и выходного сечения концентратора. При больших значениях N  у катс- 
ноидалыюго концентратора усиление больше, чем у экспоненциального, а у экспо­
ненциального существенно больше, чем у конического.

Эквивалентная схема пьезоэлектрического преобразо­
вателя, нагруженного через концентратор

Рассчитывая колебательную систему, состоящую из магнитострикционпого или 
пьезоэлектрического преобразователей и однородного волновода, часто пользуются 
методами теории четырехполюсников, представляя преобразователь и волновод 
в виде Т-образной или П-образной эквивалентной схемы. Расчет упрощается, если 
для определения резонансной частоты колебательной системы и входных импедан- 
цев волноводных нагрузок применяется номограмма Вольперта [2, 3]. Аналогичный 
метод расчета можно применить и для преобразователей с концентраторами, если 
концентратор представить эквивалентной схемой.

В радиотехнике [2] известен прием построения эквивалентной схемы несиммет­
ричного четырехполюсника (в качестве которого может рассматриваться концент­
ратор) в виде однородного волновода и двух трансформаторов на его входе и выхо­
де. Однако этот прнем не удобен из-за громоздких выражений для эквивалентной 
постоянной распространения и для коэффициентов трансформации, которые в дан­
ном случае зависят от длины волновода. Рассмотрим другой, более удобный способ 
построения эквивалентной схемы ультразвукового копцентратора в виде несиммет­
ричного четырехполюсника и последовательно подключенного к нему трансформа­
тора с коэффициентом трансформации А'. Применительно к экспоненциальному кон­
центратору этот способ использован в работе [4].

Эквивалентная схема для колебательной системы, состоящей из пьезоэлектриче­
ского стержневого преобразователя и концентратора, нагруженного на импеданц 
Z„, представлена на фигуре. Параметры схемы определены в таблице для всех трех 
типов концентраторов. На фигуре и в таблице приняты следующие обозначения:

^20, Zaо — импедаицы Т-образнон схемы преобразователя; Z u  Z2, Z3 -  импеданцы 
Т-образной схемы концентратора; S 0 -  площадь поперечного сечения преобразова­
теля; Si и S 2 -  площадь входного и выходного сечений концентратора; /о -  длина 
преобразователя; I — длина концентратора; ро и pi -  плотность материала иреобра-
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