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ГЕНЕРАЦИЯ ЗВУКА ПРИ ПРЯМОЛИНЕЙНОМ ДВИЖЕНИИ 
ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ С ПЕРЕМЕННЫМ УСКОРЕНИЕМ

Г . И . Григорьев, В . I I .  Докучаев, В . Я . Эйдмап

Рассмотрено излучение звука переменным источником массы, дви­
жущимся прямолинейно с переменным ускорением. Получено выраже­
ние для потенциала возмущений скорости вдали от траектории движения.
Даны выражения для интенсивности излучения и обсуждается характер 
спектра излучаемых волн при дозвуковых скоростях движения.

Интерес к теории генерации звука движущимися излучателями сильно 
возрос в связи с проблемой борьбы с шумами, создаваемыми самолетами, 
вертолетами и другими высокоскоростными средствами передвижения. 
Генерация звука при прямолинейном равномерном движении излучателей 
подробно исследовалась во многих работах [1—4]. Здесь будут рассмотре­
ны акустические возмущения, создаваемые в среде источниками, движу­
щимися также прямолинейно, но с переменным ускорением.

Закон движения источника звука, перемещающегося по оси z, выбе­
рем в виде

(1) z —Voi+a sin Q0f,

т. е. будем предполагать, что движение происходит с синусоидальным 
ускорением. Это имеет место при движении различных устройств, когда 
сила тяги их двигателей испытывает квазигармонические колебапия. 
Например, неравномерное горение топлива в различных двигателях сопро­
вождается подобными колебаниями ускорения.

Рассмотрим излучение звуковых волн переменным точечным источни­
ком массы, движущимся вдоль оси z, по закону (1). Уравнение для воз­
мущений потенциала скорости Ф при наличии точечного движущегося 
источника с производительностью Q(t)  хорошо известно [3, 4]; оно 
имеет вид

(2)
3 2Ф +  J .
д г

дФ  , д»Ф 1  д 2Ф ,
+  — :------г— — = - g ( r , z ,  г),

dr  dz‘ d t2
где

q (г, z, t) Q(t)
2яр0г

(г) б (z—v0t—a sin Q0t ) .

Здесь использованы цилиндрические координаты г, z, ср; вследствие ак­
сиальной симметрии задачи все величины не зависят от угла ф. Возмуще­
ния скорости v, давления р  и плотности р выражаются через потенциал Ф 
по формулам

дф
(4) v = —УФ, P = p o ' ~ j f ’ Р= с  Р»

где с — скорость звука, р0 — невозмущеппая плотность среды. Производи­
тельность источника массы выберем в виде
(5) Q (t ) = Q 0+Qi  cos (&iJ+O).

Это означает, что в собственной системе координат источник неравно­
мерно теряет массу. Величина Ф характеризует начальную фазу колеба­
ний Qi.
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Решение уравнения (2) с источником (3), (5) найдем при помощи 
преобразования Фурье-Бесселя

+  »  +СО

( 6 )  Ф ( г , 2 , 0  =  |  ^  k ^ { k >y.,(ii)e~i'it+iKZJo {k r )d k d y l d(ii,
О  — о о

где J0 — функция Бесселя нулевого порядка. Применим это преобразо­
вание к уравнению (2) и воспользуемся известным разложением [5]

где Л —функция Бесселя порядка s. В результате получим для потен­
циала выражение

+® +»
Ф =  ——~------У  f {2QoJt (>isoa)3^ol) (к5ог) exp i (x JOz—coJ) +

16лр01>о J
$ =  — »  — o o

(8) + Q J t (x3ia)2@0(l) (k3ir) exp i ( x tiz—юИ-д) +

+  QiJs (x t2a)3@У  (k a2r ) exp i {xe2z—co£—Ф) Ысо.

В формуле (8) приняты следующие обозначения:

о —sQo r  ®X$o ? k t о — r
Vo L c2

ка i ,2 “X il,2 == “  ,
Vo

( со — s Q 0) 2 1 /з
vQ2 J

со2 (со— 5Й0+ Й ,)2 l ’/l

?  ^  J  ’

Ж  о0— функция Ханкеля первого рода. Из выражений (8), (9) следует, 
что излучение звука при дозвуковой скорости движения источника 
(v0< c ) имеет место в следующих диапазонах частот:

• ' 1 11    • ^  СО ̂  >...................  ,
1 + М  1 - М  ’  1 + М  1 - М

где М = и 0/с.  Соотношения (10) получаются из условий, что радиальные 
волновые числа ка0, к$ь к в2 являются чисто действительными; тогда 
асимптотика функций Ханкеля в (8) при больших г имеет характер ци­
линдрических волн, уходящих от траектории движения излучателя.

Интегрирование по частотам в выражении (8) можно выполнить 
только приближенно методом стационарной фазы; это позволяет найти 
акустическое поле потенциала Ф в дальней зоне излучателя. При усло­
вии М <  1 из формулы (8) получаем

(11) Ф ^  — ----- —  У  2(?o/e(po)exp(ts£2oT) +  (?,/fi(p 1)X
lbttpoWi

s =  —  oo

X exp t[ (s£Vf-Qi) т+Ф] + Q J S (ц2) exp i[  (sQ0—Й,) t —-&],
где использованы обозначения:

/ ? ,= [ ( z - ta ) 2+ ( i - . r ) r 2] ,\
M { z —v0t) +  R l 

c ( l —M2)

(12)
aQ0 l  1,, , Z~ Vot\

'‘• “ T i l ^ i n \ M + - l c )
(sQ0±S2i)a /   ̂ ! z—Vnt \ 
c ( l —M2) \  +  /?, / '
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При v0= 0  выражения (11) и (12) сильно упрощаются и из них следует,, 
что излучение содержит дискретный спектр комбинационных частот

(13) (Oso=sQ0, (Osi=sQ0— £2,, cos2= s Qo+ Q i, s = 0 ,1 , 2 , . . .

Ясно, что при движении излучателя каждая частота в (13) «размыта» 
из-за эффекта Допплера (10).

Таким образом, для акустического монополя с мощностью (5 ), дви­
жущегося с переменным ускорением (1), потенциал возмущений в даль­
ней зоне от источника полностью определен выражениями (11) и (12).

Анализ интенсивности излучения звуковых волн проведем для част­
ного случая Q0= Q i = Q .  При этом из формул (8) и (11), следует

(1 4 ) Ф =
*<?с

ОО со.

4яр0*Л) •у 1, [ [ ( 1 + ~ ) J* + (а*-) ] х
=  1  О ) .

(15)

(16)

X Ж ™  (к,г) dm,

X, =

со±

со—s£2 * .  r j e l
Vo k ‘ L c2

sQ Qi

Vo ] ■

1  ±м
С. .
Со 81

с о

ф 1 л  ° Д  [ (  1 +  — — J e x p ( i s Qx )
6° 1 s=i ^

с (1 -М 2)
asQ / , z—Vot

р =  —- — ( М +
Я - ) ■

В формулах (14) и (16) через / /  обозначена производная функции 
Бесселя по ее аргументу.

Расчет мощности излучения звуковых волн I  можно проводить двумя 
способами. Во-первых, величину I  можно вычислить интегрированием 
потока энергии через замкнутую поверхность, окружающую излучатель. 
В рассматриваемом случае в качестве такой поверхности удобно выбрать- 
цилиндрическую поверхность радиуса г; тогда получим

+  СО 2 Я

(17) /  =  —  Re J J pVr dz  d<p,
— с о  0

где Re означает реальную часть интеграла, v r* — комплексно-сопряжен­
ная величина радиальной скорости среды. Второй способ основан на вы­
числении работы сил давления р  над источником массы

(18) I  ~ ~ R e  ^qp* cFR, dR=rdrdzd<p

Естественно, что оба способа дают один и тот же результат *.

* Два аналогичных способа вычисления интенсивности излучения электромаг­
нитных волн движущимися зарядами хорошо известны в электродинамике (см., на­
пример, [6]).
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Полную интенсивность излучения звука I  найдем при помощи соот­
ношений (4) и (14) по формуле (17) или (18). В результате интегри­
рования получим

(19)

где
1 = <?<

4яр(

о о  о )  2

^  J  a  [ ( l + ~ “ )  / / ( a x s ) +  m 2V / ! ( a x « )  j d c o ,

а =  1  ю»

K s= ( ( x ) — $ Q ) / V 0.

Каждый член ряда в формуле (19) определяет интенсивность излучения 
в диапазоне

.9=1,2,3, •  •

Предположим, что выполнено условие

aQ
с(1—М)

<  1.

Тогда в формуле (19) функции Бесселя при любом s имеют представле­
ния в виде быстро сходящихся степенных рядов; и поэтому в этой фор­
муле достаточно ограничиться только первым членом ряда s = 1 [7 ]. Ве­
личину I  приближенно можно предствить в виде

со
(22) I  ~ _ 0 1

16яр
—  I a)(mlz+ m 22+ 2 a x lml+ a 2Kl2')d()}.

<о.

После интегрирования получим

Q2<?i2 ^  a2£2'*(V(l+5M2) aQ^o^o^iCOsl)
8np0c ( i - M 2) 2 24яс3р0(1—М2) 4 Зяс3р0(1 -Л Р )3

Этот результат имеет простой физический смысл. При (?0= 0 в формуле
(23) остается только первый член, который определяет интенсивность 
излучения элементарного акустического монополя, движущегося с по­
стоянной скоростью у0 [3, 4 ]. С другой стороны, при Qi== 0 в формуле
(23) остается только второй член, который определяет интенсивность 
звука акустического диполя с моментом aQ0, движущегося с постоянной 
скоростью vQ в направлении своей оси [8 ]. Последний член в (23) пред­
ставляет особый интерес, так как он указывает па интерференцию из­
лучателей при их движении. Интерференция отсутствует только при 
*;0= 0 . Эта картина становится еще более ясной, если функцию источни­
ка (3) разложить в ряд по малой амплитуде колебаний а при

(24) q —Qi cos (Q t+ f t )§ ( z—v0l ) — aQ0 sin £ 2 £ 6 ' ( z — v0t),

где штрихом обозначена производная б-функции, описывающая элемен­
тарный дипольный источник. В разложении функции (3) отброшен член 
Q0f)(z—v0t ) y не связанный с излучением при условии М <  1, а также все 
мультиноли, излучение которых мало вследствие условия (21). Таким 
образом, эффективный излучатель действительно представляет собой 
движущийся акустический монополь с производительностью Qi и диполь 
с  моментом aQo (24).

Поскольку существует интерференция между указанными излучате­
лями, то представляет интерес рассмотреть по отдельности работу сил 
реакции излучения над постоянной (—/о) и переменной (—/~ )  частями
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.источника массы тем же способом, который применяется в электродина­
мике движущихся зарядов [7, 9]. Из соотношении (5 ), (15) и (18) по­
лучим

(25)
/ 0 =  Re  (* ——̂— р'Ь (г) б (z—Vol—a  sin Ш) <Ш,

2 J 2лр0г
r 1 0  f (^ c o s^ H -tf)  .с / ч е /  л m

=  —  l ie  ------ -------------p о (г) о (z—Vot—a sin Ш)
2яр0г

После простых преобразований формул (25) находим

ОО U -

<2С)
4лро^о 

ŝ = » l

^  J СО ^ 1  ) / . 2(аи.)<2<»,

(27) /~  =  — — У  f 0) / l  + - ^ £ . \  ] ,г(ак,) +  m?J, ' \ay,s) 1 dco. 
4 n p 0 f o  | J  L  a x ,  \  a x ,  /  J1

При выполнении условия (21) из (26) и (27) получим

<28)
a2Qs(?o2( l + 5 ^ 2) Г, , ,пм>. 1 -Л /2-----------------------  1 + 4 ------ -------------
24яс:,р0 (1 -М 2)Ч  aQ 1+5М 2 ]■

(29)
Q2<? 2

/ X /

8лср0(1—М1) [1 +
4 a£2i?0 cos2 О
3 то.с2 (1 -Л /2)

И з формулы (28) видно, что при отрицательных значениях тп{ величина 
Jo становится также отрицательной, если

|/га,|>
a£i( l+5M2)
4 v o ( i - M 2)

m i< 0 .

■С другой стороны, /~ < 0  (см. (29)) при условии

\rrii\>
4 aQM cos2 О 
3" с(1^ЛР)  ’

т?г,<0.

Это означает, что при выполнении условия (30) дипольный и с т о ч н и к , 
обусловленный ускоренным движением центра масс системы, поглощает 
■энергию, излучаемую монополем. При выполнении условия (31), наобо­
рот, монополь поглощает часть энергии, испускаемой диполем.

Если вернуться к исходному источнику возмущений (1), то указан­
ная выше интерпретация, связанная с взаимодействием мопополя и ди­
поля, соответствует тенденции к раскачке колебаний выброса массы 
(см. условие (30 )). При / 0< 0  имеется тенденция к усилению постоянной 
части источника массы.

Из соотношений (19), (22) и (23) следует, что всегда / = / 0+ /~ > 0 ,  
т. е. в целом сложный излучатель теряет энергию.

Таким образом, движущиеся акустические излучатели любой степени 
мультипольности эффективно взаимодействуют друг с другом и при опре­
деленных фазовых соотношениях некоторые из них могут поглощать 
энергию, излучаемую другими. Качественный анализ выражений (26),
(27) показал, что интерференция между элементарными излучателями 
растет с ростом М и должна быть более эффективна при 1. К сожа­
лению, случай звуковых скоростей М = 1 не поддается анализу в прибли­
жении линейной акустики и линейной газодинамики. При М >  1 в линей­
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ном приближении можно рассматривать только излучатели с хорошо 
обтекаемыми формами. Однако вследствие генерации волн Маха полная 
интенсивность излучения точечных источников выражается расходящи­
мися интегралами и необходимо учитывать конечные размеры источни­
ков [10]. В случае Л />1 можно ожидать раскачки колебаний источника 
за счет аномального эффекта Допплера, как это имеет место в случае 
электромагнитных излучателей [7, 8 ,1 1 ].
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