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АКУСТИЧЕСКАЯ ПРОВОДИМОСТЬ СВЕРХЗВУКОВЫХ СОПЕЛ 
С КОНИЧЕСКОЙ ВХОДНОЙ ЧАСТЬЮ ПРИ ПРОДОЛЬНЫХ 

И ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ

А . I I .  Р у д е н к о , И .  С. Ш лы к о ва , Л . Л . Э п ш т е й н

Исследованы частотные характеристики сверхзвуковых сопел с ко­
нической входной частью. Эти характеристики используются при опре­
делении собственных частот и инкрементов для цилиндрической камеры 
с коническим соплом. Результаты численных расчетов показывают, что 
сопло при поперечных колебаниях в отличие от продольных не является 
источником потерь и может оказывать дестабилизирующее влияние.

В ряде вопросов, связанных в основном с исследованием высокоско­
ростных, высокотемпературных течений (в ракетной и авиационной тех­
нике, в МГД-генераторах и т. п .), возникает необходимость в определе­
нии акустических характеристик сверхзвуковых сопел. Например, эти 
характеристики используются в качестве граничного условия при рас­
смотрении высокочастотной неустойчивости процесса горения в камерах 
сгорания. Возникающие в цилиндрической части камеры сгорания коле­
бания имеют сложную структуру и могут быть представлены в виде из­
вестных разложений по собственным функциям соответствующего волно­
вого оператора. Однако в подавляющем большинство работ рассматри­
вается устойчивость по отношению к определенной форме (моде) коле­
баний, представляющей собой комбинацию нескольких (обычно двух) 
членов указанного разложения. Такой подход в основном соответствует 
опытным данным, которые показывают, что в большинстве случаев (но 
не всегда) доминирующее значение имеет одна форма колебаний. В со­
ответствии с этим в настоящей работе рассматриваются акустические 
характеристики по отношению к так называемым продольным колеба­
ниям (направление вектора пульсациоппой скорости параллельно оси 
цилиндра) и акустическая проводимость по отношению к одной из форм 
«продольно-поперечных» (комбинированных), т. с. трехмерных колеба­
ний. В последнем случае характер изменения амплитуд по поперечному 
сечению такой же, как и у  одной из форм (мод) собственных радиальпо- 
тангенциальных колебаний (неподвижного в среднем) столба газа, заклю­
ченного в прямой цилиндрический объем.

Наиболее часто встречающейся характеристикой сопла является без­
размерная акустическая проводимость, определяемая как отношение 
комплексных амплитуд осевой составляющей скорости и давления, умно­
женное на волновое сопротивление среды

ц = 8 + ш = р с

Динамика сверхзвуковых сопел впервые исследовалась, по-видимому, 
в работах [1, 2 ]. В этих работах рассматривался случай одномерных ко­
лебаний и получены численные результаты для сопел с линейным рас­
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пределением скорости, как при изоэнтропических, так и при неизоэнтро- 
пических колебаниях. В более поздней работе [3] задача об отражении 
сопла была рассмотрена в трехмерной постановке.

В работах [4, 5] рассмотрена задача о распространении колебаний 
конечной ампитуды в соплах с малой крутизной профиля. В качестве не­
зависимых переменных использовались функция тока и потенциал Ф 
стационарного течения. Предположение о малой крутизне профиля позво­
лило заменить поверхности ® =const плоскостями, перпендикулярными 
оси сопла, что упростило уравнения. Авторы использовали метод малого 
параметра и подробно рассмотрели лишь уравнения второго приближе­
ния. Решение уравнений и численные результаты в работе пе приводятся.
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Фиг. 1

Численное решение нелинейной задачи об отражении одномерных воз­
мущений от сопел приведено в работе [6 ]. Сравнение этого решения с 
линейной теорией, проведенное в работе [6 ], показало, что при не очень 
больших частотах обе теории дают практически одинаковые результаты.

В настоящей статье рассмотрены частотные характеристики сопел с 
конической дозвуковой частью. Такая форма сопла позволяет получить 
точное решение задачи (в рамках линейной теории), и в то же время ре­
зультаты расчетов могут быть использованы для оценки частотных ха­
рактеристик и собственных частот камер с соплами реальной формы 
путем аппроксимации реального профиля коническим.

Рассмотрим распространение малых колебаний в коническом сопле, за­
полненном невязким нетеплопроводпым газом. Система координат пока­
зана па фиг. 1. Станционарный поток считается одномерным. На сфере 
радиуса г1ф достигается скорость, равная скорости звука. Течение пред­
полагается безвихревым, а колебания — изоэптропичсскими. Заметим, что 
в ряде случаев возникает необходимость в рассмотрении вихревых и эн­
тропийных волн, однако здесь эти случаи не рассматриваются. В указан­
ных предполжениях уравнения сохрапспия имеют вид

о )

(2)

1 ф
р dt 
д \

+  V v=0,

dt
+  V if ) + —  V p = 0.

Вместо уравнения энергии используется условие изоэптропичиости

Р— =  const. 
рх
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Линеаризуя уравнения (1) —(3) и вводя потенциал для пульсацион- 
ной составляющей скорости
(4) v ' = V ф,
получим

(5)

(6)

п

р'— р (

д 2(р

£ ф ,  -
dt
-  Зш — -

— 2vV —-----уУ (уУ ф) +  УфУга+с2Дф—
о t ot

Ы - 1) (- - ~  +  уУф j  V v=0,

X
где W — тепловая функция.х —1 р

Здесь и далее чертой сверху обозначены стационарные величины, 
а штрихом — пульсационные составляющие. Перейдем к сферической 
системе координат, как показано на фиг. 1, и введем безразмерные пе­
ременные, приняв за единицу длины и времени величины гкр и гкр/со 
(г„р — радиус звуковой сферы, cQ — скорость звука в заторможенном по­
токе). После введения новых переменных, сохраняя прежние обозначе­
ния для потенциала, времени и радиальной координаты, получим из 
уравнения (6)

(7)
дг<р 2У2 д2у

+
dt2 Ух+1 d r d t

+  М2(* - 1 >  у . * .
’ х —1

d l  дц>
+

— 1 dr dt

+  ?! t W X 4 d \  I дер
—7Г7 — —. - Г -  “Г - +  ( 1~А2) т(А) х + 1  d r \  dr dr

д2 ф т(А)
+

г2
А«,ч.ф=0,

где Д«, „ — двумерный оператор Лапласа, т(А) =  ( — ) =  / l ——— А,2)
____  \ с 0/  \  х + 1  /

я _ -1 _ , м  _ у“ — известные газодинамические
сНр 2 с0 ' х + 1  Ут(Я)

функции. Связь между X и г находится из уравнения неразрывности

(8)
1г  =

у «(X)

где ^(Я) =  X
Г т - ( )]

И - 1

2 \  х + 1
Решение уравнения (7) ищется методом разделения переменных 

(9) ф = #(г)У (Ф , ф )еа',
где s = j —ia> — комплексная частота. Проводимость сопла ищется при 
"f=0. Решения с комплексным s пеобходимы для определения собствен­
ных частот и инкрементов. После подстановки формулы (9) в уравне­
ние (7) и разделения переменных получим следующие уравнения:

(Ю)

(11)

A ,.* y + * K = 0 ,

d~R

dr‘
- Ц - *
1—A2 L r

t(A) +
8 2

х + 1  1-A 1

-  , 2 (2  i  dR 
У q (A) +  — As

Vx+1 ] dr

+  7 ^ 7  У
2 2Ат(А)Vg(A) t (A)A

x+ 1 1—A:
s — ]я=о,
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где Л —константа разделения. Для продольных колебаний к = О, а для 
продольно-поперечных колебаний ее величина (собственное значение) 
определяется из краевых условий

означающих, что нормальная составляющая скорости на конической по­
верхности равна нулю. Разделяя далее переменные в уравнении (10), 
получим

F = ©  (О) Ф Оф),
«РФ
—  +  т2 Ф =0, 
d\\?
JL____d_
sin О dO

Из условия однозначности по углу *ф следует, что множитель Ф дол­
жен быть периодическим с периодом 2л.  Отсюда получаем, что т — целое 
число и собственными функциями будут sin mty и cos т\р. Частными ре­
шениями уравнения (13), удовлетворяющим условию (12), являются 
присоединенные функции Лежандра Р™(cos O'), k = l ( l + 1).

Собственные значения I определяются из условия (12). Зависимость 
I от -©о и т приведена на фиг. 1. Найденные значения к следует подста­
вить в уравнение (11) для численного интегрирования. Это уравнение 
имеет регулярную особенность в критическом сечении. Можно показать
(пользуясь уравнением (8 )) , что коэффициенты при R  и как функ-

ции г, имеют полюс первого порядка в точке г= 1 . Следовательно, одно 
из двух линейно независимых решений обращается в этой точке в бес­
конечность [7].

Переходя в формуле (11) к независимой переменной Я, получим 

(14) 4V q  М - S  +  [2 д  (Я,) (1+М 2) - 4 У ^  У M h  ]  +

+  [ — ~ ( 1 - м 2 ) - 2 ( х - 1 )  У - У ,  У д М  6 -
L т(Х) г и-И  т(Я)

- k q { X ) { i - M 2)  1 я = 0 .

Это уравнение уже не имеет особенности при Х=1,  и численное интегри­
рование может быть легко выполнено, начиная с %—i.  Выражение для 
проводимости получим из формул (4) и (5)

vr
ц = —рс - —=  

р

1

с ' dR/dr
Поскольу уравнение (14) является уравнением второго порядка, то из 
формулы (15) следует, что для определения проводимости достаточно 
знать решение с точностью до постоянного сомножителя, и граничное 
условие для R  при Х=1  несуществеппо. Второе грапичпое условие имеет 
вид

(16)
dR dR dr

lira-----=  lim ■ - ■■ =  0,
dX dr dX

dr
так как акустическая скорость должна быть ограничена, а lim —— =  0.

О/a Я
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Фиг. 2

Вычислив при помощи уравнения (14) коэффициенты разложения R 
в ряд по (1—%) и пользуясь соотношениями (15) и (16), можно показать, 
что в критическом сечении выполняется условие квазистационарности

х —1

Для определения входного имнеданца сопла (точнее —на сфере 
Я=ЯВХ) уравнение (14) необходимо проинтегрировать в интервале (А,вх, 1), 
при граничном условии (15), при s = —т  и полученное решение подста­
вить в формулу (16).

Ниже приводятся результаты расчета для Хвх=0,1 . Численное интег­
рирование проводилось на ЭВМ БЭСМ-ЗМ методом Рунге — Кутта с по­
стоянным шагом, равпым 0,01. На фиг. 2 показан годограф акустической 
проводимости конического сопла для продольных колебаний. Цифры у 
кривых означают безразмерную частоту о)г,ф/с. При продольных колеба­
ниях (в отличие от продольно-поперечных) эта характеристика опреде­
ляется только величиной Явх и не зависит от угла конусности О0, так как 
последний не входит в уравнения.

На фиг. 3 показан годограф акустической проводимости сопла с углом 
конусности Ф0=30° для первой радиально-тангенциальной формы про­
дольно-поперечных колебаний (т = 1 ,  п = 0, %=1,2). Частота отнесена к 
собственной частоте рассматриваемой моды, определенной по диаметру 
и скорости звука во входном сечении.

При больших частотах (v-^00) сопло при продольно-поперечных коле­
баниях ведет себя так же, как при продольных. Годограф имеет вид спи­
рали, лежащей в правой полуплоскости, сворачивающейся к точке ц = 1 . 
Но при частотах, близких к собственной частоте ( v ~ l )  и меньших ее, 
имеется существенное отличие: годограф переходит в левую полуплоскость
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и вещественная часть проводимости становится отрицательной. Таким 
образом, в окрестности собственной частоты 6 очень мало (значительно 
меньше, чем при продольных колебаниях). Это означает, что поток аку­
стической энергии через сопло определяется в основном конвективпым 
переносом и может стать отрицательным, если 6= 0 .

Частотная характеристика сопла может быть использована для опре­
деления собственных частот и инкрементов камеры сгорания. Для этого 
уравнение (14) должно быть проинтегрировано при комплексном s. По­
лученный таким образом оператор­
ный импедапц затем переносится со 
сферы на плоскость входного сече­
ния сопла и используется в качест­
ве одного из граничных условий для 
цилиндрической/ части камеры. Вто­
рое граничное условие (в начальном 
сечении камеры) определяется аку­
стической проводимостью форсуноч­
ной головки.

Рассмотрим случай, когда эта 
проводимость равна нулю (близкое 
к этому условие выполняется, папри- 
мер, для камер сгорания некоторых 
жидкостных ракетных двигателей).
Собственная частота и декремент на­
ходятся из решения волнового урав­
нения для цилиндрического участка, 
удовлетворяющего указанным гра­
ничным условиям. Это решение 
должно быть записано для комплек­
сной частоты. Кроме того, в случае 
продольно-поперечных колебаний 
выбирается одна форма, соответству­
ющая рассматриваемой форме колебаний в коническом сопле. Строго го­
воря, при стыковке цилиндрического и конического участков следовало 
бы учесть все моды, возникающие при отражении от сопла. Однако если 
их собственные частоты выше частоты основной моды, то вносимые ими 
искажения акустического поля будут невелики.
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На фиг. 4—6 показаны результаты расчета собственных частот и ин­
крементов для продольных колебаний и двух форм продольно-попереч­
ных ( т = 1 ,  п= 0 и т = 2, rc=0). В первом случае частота отнесена к вели­
чине с0/2Ьс (где Lc — длина сопла), а во втором —к собственной частоте
соответствующей моды в неподвижной «среде а тп^  • По оси абсцисс отло­

жена длина камеры, отнесенная к длине сопла (для продольных колеба­
ний) или к диаметру камеры (для продольно-поперечных). Каждая кри­
вая на графиках соответствует одной из продольных мод или комбинации

Фиг. 5 Фиг. G

с ней рассматриваемой поперечной моды. Сплошная линия соответствует 
20*0=60°, пунктирная линия — 20о=9О°.

Целесообразно обратить внимание на то, что для продольно-попереч­
ных колебаний инкремент может принимать положительпые значения 
(т. е. собственные колебания носят возрастающий характер), в то время 
как продольные колебапия всегда затухающие (инкремент отрицателен). 
Это свидетельствует о дестабилизирующем влиянии сопла при продоль­
но-поперечных колебаниях. Причем, как видно из фиг. 5 и 6, при удли­
нении сопла (уменьшении угла конусности) и при неизменной длине 
цилиндрического участка это влияние усиливается. Для продольных ко­
лебаний сопло является источником потерь акустической энергии, причем 
здесь влияние длины обратное — удлинение сопла приводит к стабили­
зации.

Наличие положительных инкрементов при трехмерных колебаниях 
для рассматриваемого типа течения обусловлено тем, что при ускорении 
газа в суживающейся части сопла энергия среднего потока частично пе­
реходит в энергию колебаний, причем условия выноса колебательпой 
энергии различны для одномерных и трехмерных колебаний. Продольные 
колебания выносятся через сопло, а для продольно-поперечных вынос, 
ничтожно мал или отсутствует.
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