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ИЗМЕРЕНИЕ ВЯЗКОСТИ И ПЛОТНОСТИ ЖИДКОСТИ 
С ПОМОЩЬЮ ВИБРАЦИОННОГО ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ

В . /Г. К р е м л е в с к и й ,  А .  А . С т е п и ч е в

Получены выражения для скорости, давления и силы сопротивления 
при колебаниях осциллирующего цилиндра в вязкой несжимаемой жид­
кости. Показано, что эти результаты можно применить для определения 
силы сопротивления со стороны вязкой жидкости для изгибно-колеблю- 
щегося стержня при низких частотах. Получено волновое уравнение сво­
бодных изгибных колебаний стержня в вязкой несжимаемой жидкости. 
Выведены аналитические зависимости как раздельного определения вяз­
кости и плотности жидкости, так и для определения произведения вяз­
кости жидкости на ее плотность. Проведена экспериментальная провер­
ка, подтвердившая правильность полученных выводов.

Вибрационные вискозиметры и вибрационные плотномеры получили в 
последнее время значительное распространение, поэтому исследование их 
свойств является весьма актуальным.

Рассмотрим задачу о свободпых изгибных колебаниях однородного уп­
ругого стержня в вязкой жидкости, учитывая, что нзгибио-колеблющиеся 
стержневые системы применяются сейчас для измерения как вязкости [ I ], 
так и плотности [2]. Для решения этой задачи нужно найти выражение 
силы сопротивления колеблющемуся стержню со стороны вязкой жидкости 
и дополнить им известное волновое уравнение для пенагруженного 
стержня [3].

При этом мы ограничимся реальными размерами стержня, когда

—  <  0,1, где R — радиус стержня, а Я — длина изгибной волны. В этом 
А

случае применима элементарная теория изгиба. Кроме того, примем ktR <  1 
[4, 5], где ki — волновое число для продольной волны в жидкости, что дает 
право считать последнюю вблизи стержня несжимаемой и пренебречь со­
противлением излучения продольной волны.

Будем полагать, что отдельные элемепты изгибно-колеблющегося 
стержня, представляющие собой элементарные цилипдры длиной dx, сме­
щаются жестко, совершая чисто поперечные колебания. Тогда задачу оп­
ределения силы сопротивления со стороны жидкости элементу пзгибно-ко- 
леблющегося стержня длиною dx можно свести к задаче определения 
силы сопротивления поперечным колебаниям жесткого цилинд­
ра произвольной длины, совершающимся перпендикулярно его оси.

Выражение для определения силы сопротивления со стороны жидкости 
F для цилиндра с боковой поверхностью S  имеет вид [6 ]

где па элементарную площадку жидкости dS действуют нормальное па- 
пряжение (3Т, и касательное о,о, которые в цилиндрических координатах

о )



г, 0  выражаются так:

(2 ) вгг= —р+ 2 т]

а,е=г) _1 _ 5 f r +  d v 0 _ v e \ 
г 50 5г г  /

Здесь р — давление, г| — вязкость жидкости, — радиальная составляю­
щая скорости движения жидкости, vB — касательная составляющая скоро­
сти движения жидкости.

Таким образом, как следует из формул (1), (2) и (3),для определения 
силы F надо иметь выражения для р , vr, v0 па поверхности цилиндра. Для 
этого необходимо решить уравнение движения жидкости, возмущаемой ко­
лебаниями цилиндра.

Пусть скорость поперечных колебаний жесткого цилиндра 
и= ите~ш,

где пт — амплитуда скорости, co=o)—ia — комплексная круговая частота 
свободных колебаний цилиндра, о  — круговая частота свободных колеба­
ний цилиндра, а  — коэффициент затухания, t — время. Тогда скорость 
жидкости, возмущаемой цилиндром, можно искать в виде где у0
зависит только от координат. Подставляя это выражение для v в уравне­
ние движения несжимаемой вязкой жидкости [ 6 ]

д \

получим
grad р-ЬцДу,

(4) kopv=grad р —г|А\\
где р — плотность жидкости.

Решая уравнение (4)_совместпо с уравнением неразрывпости для не­
сжимаемой жидкости div v=0, получим (см. Приложение):

vr=u  cos 0  

2
[

Я, (кг) R
, -  
I. кН0 (kR) г г  \

v0= - u s i n  0  Г у  у  ( II о (кг)— -L tf ,  (к,-) \
I П0 (kR ) V кг /

2 H,(kR) и  
' кН Но (kR) i j  ’

2 II, (kR) xi 
r  \  kR II„(kR) / J  ’

«  Rp= —«ори cost) —
2 II, (kR) \ 
F  IIo(kR)/ ’

где По и //, — функции Ганкеля первого рода пулевого и первого порядка,
k=Viiop /  ц — волновое число сдвиговой волны.

Определяя р, vr, vQ при r=i?, подставляя их в формулы (2) и (3) и 
имея в виду, что dS=/UdO, где I — длина цилиндра, получим после соот­
ветствующих преобразований ( I) выражение для силы сопротивления

F - n R l u t n ( - i  - Щ  +  И ) .

Если глубина пропикповепия волны сдвига меньше радиуса стержпя,
• Hi(kR)  . . .

т. е. АгД>1, что имеет место па практике, то отношение ,, • ~  —i 17J.I f0(kR)
Тогда выражение для силы сопротивления примет вид

F=inRl (4&т]+ й рй) гг,
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а
откуда при —  < 1  получим

О)

du
}■(5, ^ - 2 „г а { , 2 «,в д ( 1 + ^ - ) » + р [ | :+ 1 / ^ ( 1 + ^ ) ]  д

Отметим, что для режима незатухающих колебании цилиндра при kR>  
>1 Стоксом [ 8 ] получено уравнение, близкое к уравнению (5).

Переходя к изгибно-колеблющемуся стержню, заменяя и на ду /  dt, где 
у (х , t) — смещение элемента стержня длиной dx абсциссы х, мы получим 
выражение для элементарной силы сопротивления dF:
(6) '

dF= — 2  n li dx jV 2o)T|p ^1 +
д у  .Г  R

— ) —  +  Г р
2 (о /  dt L 2

V2 o)Tip / + а  
\ 2(оа) ) ] — хd t2 )

При составлении волнового уравнения для изгибных колебаний стерж­
ня в вязкой жидкости необходимо иметь в виду, что в реальных конструк­
циях стержень погружен в жидкость не полностью. При этом относительно 
небольшая величина нагрузки со стороны жидкости позволяет распреде­
лить ее равномерно по всей длине стержня, но с учетом коэффициента на­
грузки Поэтому при дополнении известного волнового уравнения [3] 
выражением (6 ) силу сопротивления со стороны вязкой жидкости падо 
умножить па коэффициент нагрузки (3. Кроме того, в реальных ионструк-

ду
циях следует учесть силу сопротивления dF0—2a0n/l2 dxpc — , вызываемую

у) L
собственными потерями, главным образом в узле крепления стержня, где 
сс0 — коэффициент затухания, рс — плотность материала стержня. Тогда 
волновое уравнение свободных изгибных колебаний стержня в вязкой не­
сжимаемой жидкости примет вид

(7)
д 2У + 2  К  ду I E I  д'-у

=  0 ,
дI2 к„, dt кт рс5с dt'

где Sc — площадь поперечного сечепия стержня, Е — модуль Юпга, I 
момент инерции,

Р 2 V2 (or|p а

рс рсД(1> \ 2 соР

Будем искать частные рещепыя уравнения (7) по методу Фурье [9] в 
виде
(8 ) y (x ,t)= X {x)T v ).

Подставляя эти решения в уравнение (7), получим

&[
Т "  + 9  кТ {1)+ 2 кЪ  т' 1 - _к т J ”

1 E I  ХЦ
кщ Pc^c X

С0(

Отсюда мы имеем два уравиепия для определения Т ( 0  и Х {х):

к" 7,;„+ (о0т (()= о ,(9) 7’" + 2 -

( 1 0 ) - к

Л
кm

р л
m  ~  Х ( х ) — 0 .

F t

G3



Решение этих уравнений дает выражения для коэффициента затухания

.(Н ).
к т рей \  2 ю /

кт 1+р Р + 2 pV2 coTip / | а  \
Рс РеДсО \ 2(0 /

и частоты о)=У(Оо2 ~ а 3, где частота собственных колебаний стержня в вяз­
кой жидкости
(12) (Оо^сооо/ У кр.

Здесь (Ооо — собственная частота колебаний непагруженного стержня.

, , р  Р , 2рУ2(ог)Р
к?— 1+ Р —  г ------------ .

рс рс/Ш

Нетрудно видеть, что декрементом затухания в знаменателе выражения 
(И ) можно пренебречь, тогда

(13) оь«
а 0+рУ2(от]р/рсД а 0+ а л

1+ р  Р +  3 РУ2шг|р
рс 2  реДсо

/ср -
CCi
2о)

где а п=рУ2(ог]р/рсД.
Присутствие члепа, пропорционального присоединенной массе, в выра­

жении (5) для силы сопротивления дает возможность с помощью преобра­
зователя, совершающего поперечные 
колебания, раздельно определить и и
р. Для этого надо одновременно изме­
рять коэффициент затухания преоб­
разователя а  и частоту его свободных
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но формуле ( 1 2 )

(14) ко =
oW
(о02

С*)„о‘

<о2+ а 2
и формуле (13),

(15) а „ «  ( а * р - а 0,'^ 1 -  ) .

Тогда из формул (13) — (15) сле­
дует

рс / ,  2о„ \
" “ T V

(рейос,,) 2

ю ' 101 * .( * § * ■ )

Зависимость г)р* от а

2 р-сор
Подобпый вибратор применяется 

для измерения плотности веществ [ 2 ] 
с малыми вязкостями путем измере­
ния его собственной частоты.

При измерении таким вибратором параметра, зависящего от вязкости и 
плотности жидкости, что характерно для вибрациоппых вискозиметров 
[ 1 0 ], уравнение, связывающее т) и р с а, полученное из формул (И ) и
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( 1 2 ) ,  и м е е т  в и д

где р’= р^  1 —2,5|J —фиктивная плотность при отсутствии присоедп- 

пенпой массы, р0 — плотность воды.
Для экспериментальной проверки уравнения (16) было проведено ис­

пытание пзгибно-колеблющегося стержневого вибратора, описанного в ра­
боте [1]. Параметры вибратора были следующими: (3=0,5, рс=7,8 г/см*, 
Д=0,392 см, /„0=489,3 гц, а„=0,52 рад/сек. Исследование было проведено 
во ВНИИМ им. Д. И. Менделеева. Вязкость жидкостей измерялась образ­
цовыми капиллярными вискозиметрами, а плотность ареометрами при од­
новременном измерении коэффициента затухания а  вибратора. Определе­
ние а  проводилось методом измерения интервала времени, в течение ко­
торого амплитуда свободных колебаний вибратора затухала в постоянное 
число раз.

Г,, СПЗ р, г/слС ^ к о п ,  спз' 8/с-и3 а ,  р а д / с с к ■^теор! С 7 и - 3! (м л
Расхождение 

теории и экспе­
римента, %

0,711 0,717 0,446 1,338 0,439 - 1 , 5
1 ,00 1 ,00 0 ,84 1,658 0,834 - 0 , 7
3 ,5 6 0 ,83 2 ,5 6 2,551 2 ,5 9 + 1 ,1
5 ,4 3 0,836 3 ,93 3,047 4 ,00 + 1 ,8
'8 ,70 0,852 6 ,4 3 ,743 6,45 + 0 ,7

17,30 0,861 12,85 5,060 12,79 - 0 , 4
2 6 ,5 2 0,872 19,88 6,242 20,29 + 2 ,0
45,72 0,881 34,62 7,974 34,41 - 0 , 6
86,49 0.879 65,31 10,80 6 5 ,5 4 - 0 , 4

114,7 0 ,880 86,78 12,31 86 ,4 - 0 , 4
132,8 0 ,878 100,1 13,13 101 ,9 +  1,8
194 ,8 0,891 148,7 16,08 150 ,3 + 1 ,1
278 ,3 0 ,885 211 ,2 18,87 210,1 - 0 , 5
4 1 0 ,3 0 ,885 311,7 22,73 309 ,5 - 0 , 7
4 7 9 ,5 0 ,882 363 ,3 24,54 363 ,2 0 ,0
673 0,888 513,0 29,00 513,1 0 ,0

1090 0,887 829,8 36,40 820 .8 —1,1
3125 0,889 2380 60,57 2368 - 0 , 5

Результаты измерений т]рЭКсп п расчета цр!еор даны в таблице и на фи­
гуре. 1 1 а фигуре аналитическая зависимость т |р 'теор от а  изображена в виде 
кривой, а результаты измерений даны в виде точек. Таблица указывает на 
хорошее совпадение теоретических и экспериментальных результатов 
в широком диапазоне изменения вязкости и тем самым подтверждает пра­
вильность полученных теоретических выводов.

ПРИЛОЖ ЕНИЕ

Р е ш е н и е  у р а в п е н и я д в и ж е н и я  п е с  ж и  м а е  м о й  в я з к о й  
ж и д к о с т и. Определение скорости жидкости и давления из уравнения 
движения

(П.1) г'со pv=grad р—цДу

и неразрывности 

(П.2) d ivv=0 v
3  Акустический журнал, Л» 1 G5



выполним, воспользовавшись методом разложения скорости [ 1 1 ] на состав* 
ляющие, зависящие от скалярного ф и векторного ф потенциалов:
(П.З) . v=grad ф+rot ф.

Подставляя (П.З) в уравнение неразрывности, получим для скалярно­
го потенциала уравнение Лапласа, которое для переменных г и 0 в ци­
линдрических координатах г, 0 , х  имеет вид

(П.4)
д 2
д-г

д у  ^  1 9 2ф
=  0.г  г дг гг dQ2

Применяя метод разделения переменных [9] и учитывая, что скорость 
жидкости по мере удаления от цилиндра должна уменьшаться, получим
( П . 5)  ф = Л  c o s  0/ г ,

где А — произвольная постоянная.
Подставляя (П.З) в (П.1), а затем взяв rot и проведя интегрирование* 

будем иметь
(П.6 ) Дф+&2ф=0,
где волновое число к=У1&р/ ц взято со знаком плюс, принимая во внима­
ние расходящийся характер волны. Так как скорость в жидкости не зави­
сит от координаты х , то все производные но х  равны пулю, поэтому выра­
жения для функций, определяющих радиальную и тангенциальную со­
ставляющие скорости, примут вид

(П.7)
1 , дф _  9^» 1 дер
г а 0  h дг ’ ~д7+ г ~д0'

Таким образом, из составляющих векторного потенциала достаточно 
найти только функцию ф*, для которой из (П.6 ) получим волновое урав­
нение в переменных г и 0 :

+  1 д ф ,+  1 Э2ф,
дг2 г дг г2 д 0 2

+  /с2ф*=0 .

Решая его методом разделения переменных и учитывая расходящийся ха­
рактер волны, получим

(П.8 ) фя= В Я 1(1) (Лг)зin в,
где В — произвольная постоянная, Я{1) — функция Ганкеля первого рода 
первого порядка, для которой в дальнейшем значок ( I) опустим. Подстав­
ляя (П.5) и (П.8 ) в (П.7), получим

Н , (кг) cos 0
vT= B ----------cos 0 —Л — -—

Уе=  ( - В к Н , ( к г ) +  ~ Н ,  (к г )  )  s in  0 - 4 ^ 1 .

Учтем, что скорость жидкости па боковой поверхности цилиндра равна 
скорости последнего, а отсчет угла 0  будем проводить от оси г, расположен­
ной вдоль колебаний цилиндра. Тогда для боковой поверхности цилиндра 
функции v r п Vo должны быть равны при 0 = 0 , vo=0y vT=u , а при 0 = я / 2 : 
v9= —u, vr=0. Подставляя полученные граничные условия в (П.9), обо­
значая буквой R  радиус цилиндра и решая уравнения относительно произ­
вольных постоянных, найдем

г  2Д  НЛкП)1  2А =  —я  г ----------------и: В = -------------- и„
L  к Но (kR)\  ’  кН0 (кВ)  •• 1
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Таким образом, cp, ift, v ,  и v0 имеют вид

2 Я ,(Л Д ) \ 1  
kR II0(kR) ) \  ’

)]■
Переходим к определению давления. Подставляя (П.З) в (П.1), взяв 

дивергенцию и проведя иптегрировапие, получим
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—Щ рср=—р+Т] Дф. 

■Учитывая (И.4), найдем

р = ш  о ф = —геори cos 0 —
2
к  # о ( * Д ) / ')
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