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ТАНГЕНЦИАЛЬНЫМ РАЗРЫВОМ (ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА)

М,  А . М и р о н о в

В линейном приближении решена двумерная задача о поле линей­
ного источника объемной скорости, помещенного в стационарный поток 
с плоским тангенциальным разрывом. Полученное решение содержит 
волну, бегущую по поверхности разрыва в направлении течения и на­
растающую в этом направлении.

•

В работах [1, 2] решалась задача отражения поля точечного и линей­
ного источников от плоского тангенциального разрыва скорости; при этом 
были получены решения, не содержащие пространственно нарастающих 
волн. Этот результат представляется парадоксальным: он означает устой­
чивость разрыва по отношению к акустическим возмущениям, в то время 
как разрыв неустойчив по отношению к начальному возмущению [3]. 
В связи с этим весь вопрос о влияпии звуковой волны на течение с тан­
генциальным разрывом нами рассмотрен заново.

Исследование мы проведем в соответствии с известными методами, 
применяемыми в теории плазмы и изложенными, например, в работах 
{4, 5]. С этой целью рассмотрим подробно основной для данной задачи 
вопрос о выборе решения для гармонического источника звука.

Как известно, выбор решения линейной задачи с гармоническим ис­
точником должен быть сделан так, чтобы было удовлетворено условие из­
лучения. Особенность настоящей задачи в том, что в ней нельзя, как по­
казано ниже, использовать условия излучения, применяемые обычно в 
задачах для неподвижных сред. Физическая сторона вопроса делается 
ясной, если перейти к анализу импульсной задачи.

Для импульсного излучепия, помимо удовлетворения уравнениям дви­
жения и граничным условиям, решепне должно еще удовлетворять зако­
ну причинности. Для гармонической волны закон причинности сформу­
лировать нельзя. Можно только потребовать, чтобы интеграл Фурье по 
гармоническим волнам, образующим данный импульс, удовлетворял зако­
ну причинности, и из этого требования получить некоторое условие и по 
отношению к решению задачи с гармоническим нс-точнком. Такое условие 
•обычно и называют условием излучения. Если предположить, что в им­
пульсной задаче ноле в каждой точке пространства до некоторого момента 
времени равно нулю, а затем нарастает не быстрее exp pt, то условие из­
лучения для гармонического источника формулируется так: решение 
должно быть аналитической функцией частоты со в полуплоскости 
Im со>р и убывать в этой полуплоскости при |(о (->-<» нс медленнее, чем 
1 /  | со| [4, 5]. Для неподвижных сред используют различные эквива­
ленты этого условия; в частном случае задач с плоскими границами раз­
дела неподвижных сред условие излучения сводится к требованию исчез­
новения поля на бесконечности, что легко интерпретируется и физически, 
поскольку единственными источниками энергии в неподвижной среде яв-
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ляются источники звука, лежащие на конечном расстоянии. При наличии 
же тангенциального разрыва скорости, помимо излучателей источником 
энергии может стать и сама граница раздела. При этом убывание па бес­
конечности может перестать быть условием нзлученпя.

Ниже будет найдено решение, аналитическое но частоте в верхней по­
луплоскости частот; при этом будет показано, что решения, полученные 
в работах [ 1 , 2 ], где в качестве условия нзлученпя используется то же 
условие убывания па бесконечности, что и в неподвижных средах, нс яв­
ляются апалитичпыми в верхней полуплоскости частот и поэтому не соот­
ветствуют исходной ностановке задачи *.

Пусть среда в полупространстве z<0, обозначаемая в дальнейшем ин­
дексом 1 , покоится, а среда в полупространстве z> 0  (индекс 2 ) движется 
со скоростью V в направлении оси ох. 15 покоящейся среде в точке х= 0 , 
z = —h расположен гармонический линейный источник, ось которого пер­
пендикулярна плоскости течения. Введем обозначения: (р — потенциал 
скоростей возмущенного движения, р — давление, г) — вертикальное сме­
щение частиц, с —скорость звука, р — плотность. Индекс 1 или 2 будет 
обозначать среду, к которой относится тот пли иной параметр. Множитель 
e~ial будем опускать. Линеаризованные уравнения задачи имеют вид

(О

(2 )

/ со \ “ 1 /  д \ 2
Дф1 • J (х, 2-1-й); Д<р2 -  —  ^- ш  + V  — j ф2= 0 ,

(3 )

pi =  iG>p,cp,; р2 

д(р

=  -Р* (  -  iко +  V д  \
i d ф2’дх

д \  d(f2
д х ) Ц2 оТ'

Граничные условия выражаются следующим образом:
(4) Д1=/>2|*=:0

0 ф1 /  о \

(5) T], ==== Г]2 | 2= 0*
Решение должно быть аналитической функцией частоты <о при 

1ш (о> 0  и убывать при | (о \ не медленнее 1  /  | о | .
Обычно в задачах со слоистыми средами решения находятся с по­

мощью преобразования Фурье по координате х. Этот метод может быть 
применен в двух случаях. Во-первых, если заранее известно, что искомое 
решение убывает при |я|->°о, так что функция, являющаяся решением, 
принадлежит L?. на оси х. Второй случай является в некотором смысле 
обобщением первого: необходимо, чтобы решение при х>0  нарастало по 
быстрее е*х, а при £ < 0  убывало не медленнее еухч причем убывание долж­
но превосходить парастание, т. е. 4 >р. Оказывается, п это будет показа­
но ниже, что решение сформулированной выше задачи не удовлетворяет 
ни одному из условий применимости преобразования Фурье. Тем не ме­
нее мы воспользуемся этим преобразованием и получим некоторые функ­
ции, которые, нс будучи решенном задачи, помогают отыскать его.

Итак, найдем функции <pi(0), ф20>, удовлетворяющие (1) — (5) и убы­
вающие при r=Vx2+z2-*-<x> при вещественных положительных о. Приме­
няя преобразование Фурье по координате х  к формулам (1) — (5), мы

у ( ° )  (0 )  т»получим систему уравнении для фурье-компонент ф! ,ф 2 . Решая ее п 
делая обратпое преобразование, получим следующие выражения для

<°> •Ф1 > ф2 •

* Ограничимся задачей с линейным источником: обобщение па задачу с точеч- 
пым источником пе вносит принципиальных изменепий в выводы.



(6 ) cpi°}=  фо + ---- 1----- *exp[ikx+xl (z—h) ]Х
2л 2х *

—р2Х|(1-АИ/со)*+р|х2 ..
X --------t----------------------------------die

р2х, (1—AV’/co)2+pIx2

(7) Ф2<0)— г̂ - J  exp[tAx-x2(z+ft)]---- /Г ' /' г / ---- dk*
2л J р2х,(1—ftK/(o)2.+p,x2

Здесь ф0 — поле точечного источника в безграничной неподвижной сре­
де (8 ) •

(8) . - y ^ g y .
В формуле (8 ) выбирается ветвь корня, переводящая комплексную 

плоскость подкоренного выражения в правую полуплоскость. Интегриро­
вание проводится по контуру Г, совпадающему с вещественной осью плос­

кости /с (фиг. 1). Функции (p,(O),(p!0) удовлетворяют (1) — (5) и стремятся
к нулю при удалении от источника, если частота ы вещественна и больше 
пуля. Заметим, что эти формулы совпадают с соответственными формула­
ми в работе [2]. Исследуем теперь зависимость срУ^ср! 01 от частоты. Для
упрощения рассмотрим случай несжимаемых сред (учет сжимаемости но 
приводит к качественным изменениям даже при числах Маха больше 
единицы, но требует решения алгебраического уравнения пятой степени. 
Некоторые результаты для сжимаемых сред приведены ниже). Из форму­
лы (8 ) следует, что Xi=x 2 =V/c2, и под интегралами в формулах (6 ), (7) 
стоят функции, определенные на двулистной плоскости /с, разрезы на ко­
торой проведены но мнимой оси от —i-°° до —i -О п от -Н-«> до +  /-0. 
Верхний лист определяется из следующего условия: корень переводит 
плоскость в правую полуплоскость. Контур интегрирования Г проводится 
по верхнему листу. Легко видеть, что подынтегральные выражении имеют 
полюсы па обеих листах в корнях уравнения:

При вещественных положительных со корпи лежат симметрично отно­
сительно вещественной оси и, следовательно, заключают между собой 
контур интегрирования Г (фиг. 1). При изменении частоты изменяется 
и положение полюсов. В частности, при повороте частоты на некоторый 
угол а  от положительной полуоси кореш, к2 поворачивается па такой же 
угол (фиг. 2, 3). Нетрудно видеть, что, пачипая с угла а = я /2 + а о , а 0=
=arctg Yp, /  р2, оба полюса, первоначально лежавшие па верхнем листе, 
оказываются на пижпем, и контур интегрирования «затягивается» наниж-

JT
иий лист плоскости к (фиг. 3). Следовательно, при а >  формулы
(6 ), (7) дают поле, экспоненциально нарастающее при удалении от раз­
рыва. В самом деле, иптеграл по контуру на фиг. 3 можно представить в 
виде суммы интеграла по вещественной оси, который дает конечное поле 
па всех частотах, и вычета (со знаком мппус) в полюсе к2 подынтеграль­
ной функции, расположенном на нижнем листе. Вычет представляет со-
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бой волну Л (со) exp [ik2x —nh—x |z [ ] , причем R e^< 0 ; это и обусловли-
2

вает нарастание. Более того, при любом а > — -fa* и |<о (->-«> функции
7Г

ф 1 , 2 °о в полосе \ z \—h > V ‘ |£| и условие излучения не выполняется. 
Тот же результат получается при учете сжимаемости: так, для двух оди­
наковых сжимаемых сред корпи дисперсионного уравпения имеют вид

7  со г 1 л /  4У1+Ж2~4+М21 - 1  

“  V L 2 ± l V JlР  ]
и, следовательно, относительное расположение полюсов и контура инте­
грирования такое же, как и для несжимаемых сред вплоть до значений 
числа Маха 2У2. .

Итак, формулы (6 ), (7) дают частное решение задачи (1)-^-(5), опре­
деленное тем, что при вещественных положительных а) ноле убывает при

Фиг. 1. Контуры интегрирования и по­
люсы подынтегрального выражения на 
комплексной плоскости к при вещест­

венных частотах
i

Фиг. 2. Изменение частоты в комплекс­
ной плоскости о

Фиг. 3. «Затягивание» контура Г на 
нижний лист плоскости при комплекс­

ных частотах

Фиг. 1

Фиг. 3

удалении от источника. Оно пе удовлетворяет условию убывания при 
|ю|-*-°° в области а > к /  2 + а й и, следовательно, как было сказано выше, 
не имеет физического смысла. Естественно попытаться получить правиль­
ное решение, прибавляя к свободные волны, т. е. решепия однородной 
системы, получающейся из (1) — (5) отбрасыванием правой части. Ам­
плитуды этих волн нужпо подобрать так, чтобы устранить нарастание 
результирующего поля при |со|->-°°. Здесь возникает затруднение, связан­
ное с тем, что для каждого корня дисперсионного уравнения, которые и
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определяют свободные волны, существует область а в верхней полупло­
скости частот, внутри которой свободная волна, соответствующая этому 
корню, пе удовлетворяет условию убывания по частоте. Например, волна,, 
соответствующая корню кг, в области 0 <юс<а0 нарастает при x—Vt> 0  экс­
поненциально при | со | ->-«>. Это явление принципиально связано с разрыв­
ностью течения. Оказывается, если рассматривать эту же задачу, по вме­
сто разрыва взять плавный переход толщины б между покоящейся и дви­
жущейся средами, то асимптотическое поведение корней при |со|

об
оо

существенно изменяются, в то время как при малых частотах
■ ( V

<1 )
корни для обеих задач практически совпадают. В частности, если в задаче- 
с разрывом корень /с2 остается в нижней полуплоскости при 0 <сс<ао и 
любых | со | , то в задаче с плавным переходом существует такое о)0~ ^  /  S,. 
что при всех о  с | о | >со0 корень к2 оказывается в верхней полуплоскости. 
Л это означает, что волпа, соответствующая корню к2 при | со | —̂°°, будет 
удовлетворять условию убывания по со. Что касается поведеппя к2 в сег- 

2
мепте а > — "Ьо̂ , то введение переходного слоя вместо разрыва качсст-

7Г
СОвенпо не изменяет его — корень остается па.нижнем листе при |со 

так что (6 ), (7) не удовлетворяют условию излучения и в случае плавно­
го перехода. Расчеты, подтверждающие эти выводы, громоздки и поэтому 
здесь не приводятся. Заметим, что аналогичные трудности встречаются и 
в задаче о начальном возмущении тангенциального разрыва [3].

Получим теперь решение задачи, заменив предварительно танген­
циальный разрыв тонким переходным слоем гак, чтобы для интересую­
щих пас конечных частот толщиной этого слоя можно было пренебречь,, 
но асимптотическое поведение корней дисперсионного уравнения было 
таким, как указано выше. Заменим в формулах (б), (7) контур интегри­
рования Г на Г' (фиг. 1). Эта замепа соответствует прибавлению к функ­
циям ф!(° 2 вычета ср1 >2 подынтегральных функций в точке /с2, который яв­
ляется свободной волной. Полученные таким образом функции ф,,2=

ф | ° 2  +ф 1,2в удовлетворяют (1) — (5) и, в отличие от ф}^, не содержат(0 )

К
нарастающих волн при а >  -^-Ьоо, так как контур Г' пе затягивается па
нижпий лист плоскости к. Конечность толщины переходного слоя позво­
ляет утверждать, что при 0<а<Оо Ф*.2е~ш-+0 при т. е. удовлет­
воряет условию излучения.

Итак, решение задачи дается формулами (б), (7), в которых интегри­
рование ведется ио контуру Г'. При вещественных положительных часто­
тах поле можпо разбить на два слагаемых: убывающее по всем направле­
ниям поле ф $  и свободную волну фх,2:
( 12)

Vp|/P2 Г. Ф1 = ------=  -- - exp i
1—il ;pi/p2

(13)

Ф*
ф./р;

1- n W p :
exp

[■

—  а: +  1 I / £ l
V 1 V

—  х + 1 / £ L 0)
V  г

Р 2 V

х
(0

V

И 1 -‘V * )  ( , + Ч -

Функции ф 1 ^ 2 достаточно подробно исследованы в работе [2] и поэто­
му здесь рассматриваться пе будут. Свободная волна ф! , 2  бежит по па- 
правлепию течения со скоростью течения V и нарастает в этом направле-
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нпи экспоненциально с инкрементом п / р, ©. В направлении, перпсиди-

кулярпом разрыву, она экспоненциально спадает, имея декремент m /V .  
Амплитуда и фаза этой волны в начале координат определяется расстоя­
нием от разрыва до источника h. При удалении источника от разрыва се 
амплитуда экспоненциально спадает. Для сжимаемых сред свободная
волна имеет ту же структуру, что и ср l t 2  вплоть до чисел Маха М =2V2, 
причем для малых М  поправки в кг, х 2 оказываются порядка Л/2, так что 
ими можно пренебрегать.

Рассмотрим теперь падение плоской волны на тангенциальный раз­
рыв. Плоская волна, падающая под углом 0, получается пз цилиндриче­
ской при следующем предельном переходе: производительность источни­
ка нужно взять пропорциональной у/i устремить расстояние h от источ-

х
пика до разрыва к бесконечности, оставляя при этом отношение \h\ + \z\
= tg  0 постоянным. Таким образом, плоская волна, падающая под углом 0, 
моделируется узким пучком лучей цилиндрической волпы, распростра­
няющихся под этим углом. Можно показать, что функция Уд ф,0> при та­
ком предсльпом переходе стремится к сумме падающей и отраженной 
плоским волнам, а с р — к плоской прошедшей. При этом коэффициенты 
отражения и прохождения совпадают с полученными в работе [/«]. Выяс­
ним, в каких случаях можно пренебречь свободной волной уДф* 0  . Под­
ставляя в показатель экспоненты в (12), (13) ж—(|fe| +  |z |)t& 0 и устрем-

.лян затем h к бесконечности, получим, что | Л | ф 1  г + 0  ириУ  £ L (* + |* l)tg 0 <
г Рг

< h - \ z \  или при 0<arctg Ур,/р,. При углах падения 9 >  arctg Ур2/р„
____*

Vh ф, , 2 0 0  и решение теряет смысл. В связи с этим следует заметить,

что решения задач об отражении плоской волпы от разрыва и от системы 
разрывов, приведенные в работах [6—9], имеют ограниченную область 
применимости, поскольку в этих работах допускалось, что прошедшее и 
отраженное поля представляют собой плоские волны, а свободные волны 
не учитывались. Проведенное выше рассмотрение показывает, что это до­
пущение справедливо лишь в ограниченной области углов падения.

В заключение сделаем одно замечание, касающееся условий излуче­
ния. В процессе решения оказалось, что никакие функции, удовлетворяю­
щие уравнениям (1) —(5), т. е. уравнениям и граничпым условиям для 
задачи с разрывом, не удовлетворяют условию излучения, сформулирован­
ному как условие убывания при |о)|->-«> и Im ю>0. Поэтому пришлось 
заменить исходное течение с разрывом па течение с плавным переходом. 
Такая замена приводит к появлению решения, удовлетворяющего усло­
вию излучения. Ясно, что размывание разрыва сильно усложняет иссле­
дование дисперсионного уравнения, пе изменяя в то же время оконча­
тельного ответа для низких частот. Желательно поэтому сформулировать 
другое условие излучения, которое для задач с разрывом не требовало бы 
«размывания» разрыва и в то же время, примененное к течениям с плав­
ным переходом, оказывалось эквивалентным исходному условию излуче­
ния. Для решенной выше задачи таким является условие убывания поля 
при удалении от разрыва при всех со с Im о)>0. Действительно, это усло­
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вие однозначно определяет контур интегрирования в формулах (6 ), (7), 
и он оказывается совпадающим с Г'. Естественно перенести это условие 
па случай произвольного течения в следующей форме: поле должно убы­
вать при удалении от области, где течение резко меняет свою скорость при 
всех частотах в полуплоскости ImcoX). В частном случае течения с тан­
генциальным разрывом такой областью является сам разрыв.

Автор благодарит К). Л. Газаряна и М. А. Исаковича за ценные заме­
чания и интерес к настоящей работе.
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