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Излагается приближенный метод определения коэффициента кон­
центрации нсэкнидистантных линейных акустических антенн, основанный 
на предположении о равенстве полных активных сопротивлений излуче­
ния элементов неоквидистаптной и эквивалентных эквидистантных ан­
тенн. Рассмотрены особенности изменения коэффициента концентрации 
неэквидистантных антенн при изменении среднего волнового расстояния 
между их элементами для некоторых законов распределения элементов 
вдоль антенны.

В последние годы появилось сравнительно большое число работ, посвя­
щенных исследованию электромагнитных и акустических неэквидистант- 
иых аптеки. Интерес к таким антеннам определяется их способностью при 
сравнительно большом волновом расстоянии между соседними элементами 
формировать характеристики направленности, не имеющие вторичных мак­
симумов, равных основпому. Известно, что в случае эквидистантных ан­
тенных решеток увеличение волнового расстояния между элементами при­
водит к появлению максимумов, равных основному в направлениях, для 
которых (в отсутствие фазового распределения) разность хода лучей от от­
дельных элементов равна или кратна длине волны X. Введение неэквиди­
стантного расположения элементов приводит к тому, что указанная раз­
ность для всех пар элементов не может быть одинаковой. Это обстоятельст­
во и является причиной отсутствия дополнительных больших максимумов 
характеристики направленности неэквидистантных антенн.

В настоящее время предложено много различных методов построения 
неэквидистантпых решеток (см., например, [ 1 , 2 ]), однако в большинстве 
случаев основное внимание уделяется виду характеристики направленно­
сти, а не коэффициенту концентрации. Одним из исключений является ра­
бота [3], в которой показано, что коэффициент концентрации неэквиди- 
стантной линейной антенны, состоящей из ненаправленных элементов при 
случайном их расположении и среднем расстоянии между соседними эле­
ментами, большем X, близок к числу элементов антенны.

Рассмотрим приближенный метод расчета коэффициента концентрации 
неэквидистантной линейной антенны, основанный на предположении, что 
полное активное сопротивление излучения каждого из элементов неэкви- 
дистантиой антенны равно полному активному сопротивлению излучения 
элемента эквивалентной эквидистантной антенны. Под эквивалентной ан­
тенной понимается антенна, расстояние между центрами соседних элемен­
тов которой примерно равно расстоянию между элементами пеэквиди- 
стантной антенны в окрестпости рассматриваемого элемента. Подобные 
предположения основываются на том, что сопротивление излучения эле­
мента антенны в основном определяется воздействием ближайших к нему 
элементов, и широко используются при решении различных задач антен­
ной техники. Кроме того, будем предполагать, что аптенна работает вне
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резонанса ее элементов, т. е. считать колебательные скорости элементов за­
данными.

Если элемент эквидистантной линейной бесконечной антенны обладает 
произвольной направленностью в плоскости, проходящей через ось антен­
ны, и является ненаправленным в перпендикулярной плоскости, то его 
полное активное сопротивление излучения может быть написано следую­
щим образом [4]:

гв=
\  2 л I рг 2 тг

- 2^т)т/{Ч ат),
ш,

ш  ..  ,а р с
где г ) =0,5 при |а т |= л / 2  и 1  при остальных значениях а«; Л(а,„) —зна­
чение фактора направленности элемента для угла ат\ d — расстояние меж­
ду центрами соседних элементов; р — давлепие, развиваемое элементом в 
направлении главного лепестка его характеристики направленности на 
расстоянии г; величины ти т2 и а», определяются следующими выраже­
ниями:

т 1= —Е ^ -у-(1+  s in a 0) J , /л2= £ ^ — (1—s in a 0) j

Xsin a m=m —  +  sin a 0,
a

где <x0 — угол компенсации, отсчитываемый от перпендикуляра к антенне. 
Символ Е (р) означает целую часть числа р.

13 соответствии со сделанным выше предположением, полное активное 
сопротивление излучения нсэквидистаитиой антенны можно написать так:

( 2)
2л  I pr  12 А, 

рс

n  2  m 2 q

2 j ~ i r
q = - n т1Ч

где (tmq определяется из выражения sin amq=nik /  Jq+sin a0;

mlq= —E  j^-y-(l+sina0) J , mlq= E  £-y-(l— sina<>) j ,

dq — расстояние между элементами и месте расположения элемента с но­
мером q. Величину dq можно определять как полусумму расстояний от эле­
мента с номером q до элементов с номерами q-hi и q—1. В формулу (2) 
введен коэффициент aq, учитывающий амплитудное распределение по эле­
ментам антенны (а0=  1 ), а множитель ?]„, опущен в связи с малым его 
влиянием в рассматриваемом случае.

Написав выражение для звукового давления, развиваемого антенной в 
направлении компенсации, и воспользовавшись известным выражением, 
определяющим коэффициент концентрации К  через квадрат давления п 
активное сопротивление излучения, получим

г»

I
q —  — n

п  1,12 q

т1Я
Для упрощения дальнейшего анализа введем в рассмотрение (так же, 

как это сделано, например, в работе [5]) функцию /(х ), определяющую 
плотность распределения элементов неэквидистантной антенны вдоль оси .г. 
Функция f(x)  нормирована таким образом, что интеграл от нее но поверх­
ности антенны, т. е. от —1/2 до 1/2 , равен числу элементов антенны
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Af(A==2n+l). Величина f~l (x) обратно пропорциональна числу элементов, 
приходящихся на единицу длины антенны при фиксированной координа­
те х  и поэтому равна расстоянию между соседними элементами.

Теперь в выражении (3) можно перейти от суммирования по q к ин­
тегрированию по х, введя под знак интеграла функцию f(x) .  В результа­
те мы получим

1/2

Л2(а0) J a(x)f (x)dx

(4)
- 1 /2

к =
X 1/2 тг(х)

J a2(x) f (x)  У\ R 2(am)dx
— 1/2 7П|(х)

где

(1 + sin а 0) j, т2{х)=Е  s in a 0) j ,
Щ х)

am определяется выражением s in a m=mX/(.r)+sinao.
Рассмотрим случай, когда элементы антенны являются ненаправленны­

ми, компенсация отсутствует, а функции j(x)  и а(х) четные. При этом 
выражение (4) можно написать так:

1/2

|  a(x) f(x)dx
2

(5) К

J a W W { l + 2 £ [

Знаменатель этого выражения пропорционален активному сопротивле­
нию излучения всей антенны. Структуру его можно объяснить следующим 
образом. Если в фигурной скобке оставить только единицу, то интеграл от
0 до / /  2 определит с точностью до постоянного сомножителя мощность, 
излучаемую всеми элементами в направлении главпого максимума харак­
теристики направленности а=(). Кроме этой мощности есть еще мощность, 
излучаемая в других направлениях. Предположим для определенности, что 
f(x)  — функция, убывающая с ростом \х\ ,  т. е. расстояние между элемен­
тами на краях антенны больше, чем в центральной части. Если в централь­
ной части антенны расстояния-между соседними элементами меньше X, то 
эта часть антепиы эффективно излучает только в направлении а= 0 . Одна­
ко, начиная с некоторого х {, такого, что относительные расстояния между 
элементами d 7 X = l / h ) ( x t)>],  будет происходить излучение и в направ­
лениях существования дополнительных максимумов характеристик на­
правленности эквивалентных решеток. Мощность, излучаемая в этих на­
правлениях (а их при «о= 0  два), учитывается интегралом от до 1/2. 
Начиная с некоторой координаты х2, между соседними элементами может 
укладываться и более двух длин волн. При этом кроме первых дополни­
тельных максимумов появятся и вторые, и мощпость, излучаемая в их на­
правлениях, учитывается интегралом от х2 до 1/2.  По этой причине в ин­
теграле знаменателя выражения (5) в качестве сомножителя присутствует 
ступенчатая фупкцпя 1-f 2Е[ 1 / Х/(х) ], увеличивающаяся скачком на две 
едипицьг, каждый раз, когда волновое расстояние между элементами
1 /Х /(я) увеличивается на единицу.

Аналогичную структуру имеет и знаменатель выражения (4), одпако в 
общем случае при cto^O дополнительные максимумы одного и того же но­
мера появляются не одновременно, и моменты их появления описываются
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более сложными соотношениями. Кроме того, формула (4) учитывает на­
правленность элемента антенны, и поэтому под суммой по т находится 
квадрат характеристики направленности элемента в направлении сущест­
вования дополнительного максимума.

Рассмотрим некоторые частные случаи. Пусть ссо=0, а{х)=  1, элемен­
ты антенны не направлены, а плотность распределения элементов но антен­
не четная и имеет следующий вид:

, , 4JV / \х\ \
а) /<*>---5г ! 1— г ) ;

ч , ,  ч 2N ( л 2 \ х \ \
и) Н х ) = ~ т  V — г ) ;

На фиг. 1 представлены графические изображения этих функций, из 
них три начальные линейно убывают с ростом модуля х  (причем на краю 
антенны они имеют значения, составляющие соответственно О,Г>/(0); 
0,2/(0) и 0), а четвертая имеет более сложный характер. Вычисляя в рас­
сматриваемых случаях интегралы выражения (5), можно получить форму­
лы для определения коэффициента концентрации:
а '

где

>б)

(7)

где

в)

( 8 )

г) 

(9)

К=
2/ 27 r y ,  
A, 2 8 l2 - j

g-0 g-o

1 при g=0;
2 при 0<g<0,75 d/X;
0 при g>0,75d/X;

1 °
при g=0 и g>l,5d/X;

l 2 при 0,7 5 d /k < g < :  1,5d/X;

-1

к =
21 25

оо

1 V
X 28 I i—ifc'-o т ^ х > [ (£ ) - ‘] рв-U

Ь =

=0:
1 ° рИ 8  "  5d
2 при 0 < £ <  — ;
Л 5 d
0 П1И е > Ж ’

5__d_
2 X ’

2 i p “ Т Т < S < Y T ’

0 при g=0 и g>

5 d

K=
2/__3_ 
X 4 { - Ш Т у Г 2 1  » .{ rn -

X 4 »(f)T  =
g=  *

1  ■ 4 т а " "

X 3 Зл
-  —  sin —  

l 6л  l F
r—l

где xg=l  /  д arc cos Vd / 2gX.
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В  этих  ф ормулах символом d  обозначено среднее расстояние м еж ду со­
седними элементами антенны  (d = l / N ) \  вы раж ения (8) и (9) написаны  
для случая d  / А,< 2.

П оясним  способ, которы м  были получены  вы раж ения (6) —  (9), а т а к ­
ж е  и х  ф изический смысл. И нтеграл  от ступенчатой ф ункц ии  в знаменателе 
вы раж ения (5) мож по вы числить к а к  сум м у  интегралов, ниж ние  пределы 
которы х равны  координате x g, при  которой появляется ступенька  с номе­
ром  £, а верхний равен 1 / 2 .  Б удем  считать, что ступенька  с номером g = 0

а

■с/ 2
5

С> и г

-1/2
в

сI 1/2

-1/2 С 
г / Л

) и г

-L/Z 0
Фш

1 L/Z 
\  1 Фиг. 2

соответствует слагаемому, равному единице в ф игурной  скобке знаменате­
ля  ф ункции  (5 ); тогда соответственный интеграл  н уж н о  вы числять от 
#о=0. Н и ж н и е  пределы  остальны х интегралов хе, представляю щ их собой 
слагаемые сум м ы  по £, мож но найти  из соотнош ения 1 /  Xf(xg) > g y откуда, 
например, в случае a) xe= l ( l —3d/4Xg).  Однако могут встретиться си туа ­
ции, когда 1 / Xf(Q)*?g даж е при х=0.  Это означает, что ступенька  с номе­
ром g начинается при х=0,  и  соответственные интегралы  следует такж е 
вы числять от х=0\  в случае а) это имеет место при g<i  / Х/(0) = 0 ,75d/X.  
О писанны м  способом и  получены  значения коэф ф ициентов уg в формулах
(6) и  (7) и  соответствую щ ие им  система равенств и  неравенств. Коэф ф и­
циенты  соответствую т слагаемым, для которы х 0<xg< l / 2 .  Л егко  пока­
зать, что это неравенство в случае а) эквивалентно следую щ ему: 
0,75d /  X<g<i,5d I X.

Ф изический  ж е смы сл  сум м  по g в  ф ормулах (б) и  (7) весьма прост. 
И ндекс суммирования g  равен номеру дополнительного м аксим ума , и  ко ­
эф ф ициенты  "fg отличны  от нуля  для  тех дополнительны х максимумов, ко ­
торые создаю тся всей антенной. Я сно , что таким  м аксим ум ом  является 
главны й (в наш ей  терминологии —  дополнительный м аксим ум  с  номером
0), по при определенных соотнош ениях создаваться всеми участкам и  ан- 
теппы  м о гут  и  м аксим ум ы  с более вы сокими  номерами. Т ак , в случае а) 
если ^<0,75, то в  среднем расстояние м еж ду  центрами элементов равно 
7 sXg, а минимальное расстояние (как видно и з  анализа фиг. 1) в 3/4 раза 
больше, т. е. равно Xg. Я сно , что при  этом м аксим ум  с номером g такж е 
будет создаваться всеми участкам и  антеппы . Коэф ф ициенты  физически 
соответствуют дополнительным м аксим ум ам , создаваемым только участ­
кам и  аптенпы, им ею щ им и  координаты , больш ие пекоторой величины  x g, 
начиная  с которой расстояния м еж ду соседними элементами становятся 
больш ими  gX.

Ч и сло  слагаемых в бесконечных сум м ах  по g в  формулах (6) и  (7) на



самом деле не бесконечно, а ограничено теми значениями g, начиная с ко­
торых (}* обращается в нуль. В вариантах а) и б) при d /X < 2 оно не пре­
вышает трех и пяти соответственно.

Однако число слагаемых в сумме по g может быть и бесконечно боль­
шим, если только (как это имеет место в двух последних из рассматривае­
мых примеров) плотность распределения элементов на краю антенны обра­
щается в нуль. При этом отношение расстояний между центрами элемен­
тов на краю антенны и в ее цептре стремится к бесконечности и, строго 
говоря, даже при малых d /X  крайние участки антенны создают дополни­
тельные максимумы с большими номерами g.

Па фиг. 2 представлены результаты расчета зависимости отношения ко­
эффициента концентрации к числу элементов антенны от среднего по 
антенне волнового расстояния между центрами соседних элементов в тех 
случаях, для которых получены формулы (6) —(9). На этом же графике 
сплошной жирной линией показана аналогичная зависимость для эквиди­
стантной решетки, состоящей из большого числа элементов.

При малых величинах d / X  еще отсутствуют дополнительные максиму­
мы с номерами #>0, максимумы с номером g= 1 появляются при d / X =  
=0,(30 (а) и при d/X=Q/i  (б). В этой области изменения d / X , как видно 
из формул (6) и (7), коэффициент концентрации иеэквидистаитной ре­
шетки отличается от коэффициента концентрации непрерывной линии 
равной длины некоторым постоянным множителем, меньшим единицы; 
этот коэффициент равен 27/28 (а) и 25/28 (б). Потери в величине коэф­
фициента концентрации объясняются тем, что при малых d / X , когда рас­
стояния между всеми соседними нарами элементов меньше Я, неэквиди- 
стантпость расположения элементов эквивалентна появлению на непрерыв­
ной антенне амплитудного распределения вида {(х).

15 случае эквидистантной решетки отношение K / N  растет линейно с 
ростом d / X  вплоть до d / X = 1. Для неэквидистантных антенн дополнитель­
ные максимумы появляются при меньших d / X , и поэтому рост К /  N за­
медляется и тем больше, чем меньше отношение / ( / / 2 )  / / (0) .

При d / X ~  1 во всех рассматриваемых случаях К /  N примерно одинако­
во; дальнейшее увеличение d / X  соответствует появлению осцилляций 
функции К /  N.  15 области d / X<\  коэффициент концентрации эквидистант­
ной антенны всегда выше коэффициента концентрации псэквидистантной 
антенны, состоящей из того же числа элементов, в области d / X>\  в не­
которых диапазонах изменения d / X  коэффициент концентрации неэкви- 
дистаитной антенны больше.

Сделанные выводы справедливы не только для антенн с увеличиваю­
щимся к краям расстоянием между соседними элементами. Из анализа 
формулы (5) ясно, что результат расчета не изменится, если любую из рас­
смотренных антенн разделить на две части в точке х=0  и затем поменять 
местами левую и правую половины, не поворачивая их, т. е. получить но­
вую антенну, расстояния между элементами которой меняются по такому 
же закопу, как и у прежней, но иапболынее разряжеппе элементов наблю­
дается не на краях, а в центре антенны.

Для проверки правильности предположения о равенстве активного со­
противления излучения элементов неэквидистаптной и эквидистантной 
эквивалентной антенн, положенного в основу при выводе формулы (4) п 
всех последующих, производился строгий расчет коэффициента концентра­
ции различных неэквидистантных решеток. Положение элементов неэкви- 
дистантной антенны определялось при этом следующим образом. Цент­
ральный элемент располагался при д;=0; далее определялась координата 
х/ ,  такая, что интеграл от функции f(x)  в пределах от 0 до х равнялся 
0,5. Затем находилась координата х2', такая, что интеграл от {(х) в преде­
лах х / ,  х?/  равнялся I. Элемент с номером q= 1 устанавливался в средней 
точке этого интервала. Таким же образом находился интервал х-/, х /  и в 
его центре устанавливался элемент с номером q = 2 и т. д. Точная величина
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На фиг. 3 представлен ре­

зультат точного расчета отно­
шении К /  N  в зависимости от 
d  / X  для случая а) при N,  
равном 11, 21 и 31. Расчет 
производился при изменении 
d / X  от 0 до 2, но на фиг. 3 
представлена только область 
изменения d / X ,  внутри кото­
рой наблюдаются максималь­
ные отклонения результатов, 
расчета (толстая сплошная 
линия соответствует расчету 
но приближенной формуле
(6) ) .

Как и следовало ожидать, 
из фиг. 3 видно, что при уве­
личении числа элементов ан­
тенны Д; ошибка расчета по 
приближенной формуле 
уменьшается. Даже при срав­
нительно небольшом числе 
элементов (Л' =  11) ошибка 
не превышает 8%.

Сопоставление результа­
тов расчетов по точной и при­
ближенной формулам, вы­
полненных для других зако­
нов распределения элементов, 
дает качественно такой же 
результат.

Напомним, что при выводе приближенного выражения (4) был сделай 
целый ряд предположений и допущений. Первое из них заключалось в том, 
что активное сопротивление излучения элемента неэквидистаитной и экви­
валентной эквидистантной антенн считалось одинаковым. Второе состояло 
в том, что вместо сопротивления излучения элемента конечной эквивалент­
ной антенны было взято сопротивление излучения элемента бесконечной 
антенны. И, наконец, последнее допущение — это переход от формулы (3) 
в формуле (4) путем замены суммирования интегрированием. Следует за­
метить, что все эти приближения, как ясно из физических представлений, 
должны давать наименьшую погрешность для многоэлементных антенн.

Хорошее совладение результатов приближенных и точных расчетов 
даже для случая I I элементов (при этом па половине антенны, по которой 
проводилось интегрирование, размещалось 6 элементов) свидетельствует о 
правильности физических предпосылок и допущений, принятых при вы­
воде формулы (4).

С помощью изложенного метода можно рассмотреть вопрос о прибли­
женной (т. е. не учитывающей тонкой структуры взаимодействия, а по­
этому не приводящей к сверхпанраиленности) максимизации коэффици­
ента концентрации линейных неэквидистантных антенн. Для этого можно
4 5 8



воспользоваться прямым методом вариационного исчисления и найти 
функцию а(х),  обеспечивающую максимальную величину функционала К , 
написанного в виде формулы (5). В результате искомое распределение оп­
ределяется выражением a ( x ) = f - l (x) { l +2E[ l / Xf ( x)  ]}“*, а коэффициент 
концентрации при оптимальном распределении будет равен

1/2

(11) x- T l { 1+2E[ w b ) ] } ’ I<fa'
Заметим, что в общем случае функция, определяющая оптимальное 

амплитудное распределение, имеет ступенчатый характер. Если на всей 
длине антенны расстояние между соседними элементами меньше А, т. е. 
М(х)]~ '<1 ,  то оптимальное распределение обратно плотности распреде­
ления элементов, а коэффициент концентрации равен 21/Х.  Таким обра­
зом, в этом случае оптимальное амплитудное распределение как бы при­
водит неэквидистантную линейную антенну к эквидистантной, имеющей 
равномерное амплитудное распределение. Если же на антенне имеются 
участки, на которых расстояния между соседними элементами меньше 
длины волны, находятся в пределах от одной до двух и от двух до трех 
длин волн, то оптимальное амплитудное распределение имеет вид функции 
/ - ‘(я), умноженной на первом участке на единицу, на втором — на одну 
треть и па третьем — на одну пятую. Коэффициент концентрации при этом 
даже при оптимальном амплитудном распределении меньше чем 21 /  X.

Сказанное иллюстрируется фиг. 4, где для плотностей распределения 
элементов а) и г) показано изменение отношения K / N  при равномерном 
(сплошные кривые) и оптимальном (штриховые кривые) амплитудных 
распределениях.

ЛИТЕРАТУРА

1. Л. С. Бепепсон, В. А. /Куравлев, С. В. Попов, Г. А. Постное. Аптенные решетки. Об­
зор зарубежных работ. М., «Советское радио», 1966.

2. Сканирующие антенные системы СВЧ. т. II, пер. с англ, иод род. Г. Т. Маркова,
А. Ф. Чаплина. М., «Советское радио», 1969.

3. Н. В. Богданова, В. Г. Прохоров. О коэффициенте концентрации неэквидистантных
антенн. Реф. докл. VIII Всес. акуст. конф. М., «Наука», 1973.

4. М. Д. Смаршиев. Направленность гидроакустических антенн. Л., «Судостроение»,
1973.

5. А. />. MaHet. Arrays factors with nonuiiiform spacings parameter IRE Trans. 1962,
AP-10.

Поступила 
10 декабря 1973 г.


